UEBER FLACHEN VON CONSTANTER GAUSSSCHER KRUMMUNG *

VON
DAVID HILBERT

Ueber F'lichen von negativer constanter Kriimmung.

Nach BELTRAMI} verwirklicht eine Fliche von negativer constanter Kriimmung
ein Stiick einer LoBaTsCHEFsK1Jschen (nicht-EukLiDischen) Ebene, wenn man
als Gerade der LoBaTscHEFsEIJschen Ebene die geoditischen Linien der
Fliche von constanter Kriimmung betrachtet und als Lingen ynd Winkel in der
LosatscHEFsK1Ischen Ebene die wirklichen Lingen und Winkel auf der
Fliche nimmt. Unter den bisher untersuchten Flichen negativer constanter
Kriimmung finden wir keine, die sich stetig und mit stetiger Aenderung ihrer
Tangentialebene in der Umgebung jeder Stelle iiberall hin ausdehnt; vielmehr
besitzen die bekannten Flichen negativer constanter Kriimmung singulire
Linien, iiber die hinaus eine stetige Fortsetzung mit stetiger Aenderung der
Tangentialebene nicht moglich ist. Aus diesem Grunde gelingt es mittelst kei-
ner der bisher bekannten Flichen negativer constanter Kriimmung, die ganze
LosatscaEFsk1sche Ebene zu verwirklichen, und es erscheint uns die Frage
von principiellem Interesse, 0b die GANZE LOBATSCHEFsK1Jsche Ebene iiber-
haupt nicht durch eine analytische F'liche negativer constanter Kriimmung auf
die BELTRAMIsche Weise zur Darstellung gebracht werden kann.

Um diese Frage zu beantworten, gehen wir von der Annahme einer analytisechen
Fliche der negativen constanten Kriimmung —1 aus, die im Endlichen iiberall
gich regulir verhilt und keine singuliren Stellen aufweist; wir werden dann
zeigen, dass diese Annahme auf einen Widerspruch fiihrt. Eine solche Flkiche,
wie wir sie annehmen wollen, ist durch folgende Aussagen vollstindig charak-
terisirt :

Jede im Endlichen gelegene Verdichtungstelle von Punkten der Fliche
ist ebenfalls ein Punkt der Fliche.

Bedeutet O irgend einen Punkt der Fliche, so ist es stets moglich, das recht-
winklige Coordinatenkreuz x, y, z so zu legen, dass O der Anfangspunkt des
Coordinatensystems wird und die Gleichung der Fliche in der Umgebung dieses
Punktes O wie folgt lautet :

* Presented to the Society, October 27, 1900. Received for publication October 9, 1900.
tGiornaledi Matematiche, Bd. 6, 1868.
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z = ax® + by’ + Pz, y) ,
wo die Constanten a, b die Relation
4ab = — 1

befriedigen und die Potenzreihe 3(x, y) nur Glieder dritter oder hoherer Dimen-
sion in «, y enthilt. Offenbar ist dann die 2-Axe die Normale der Fliche und
die - und y-Axe geben die Richtungen an, die durch die Hauptkriimmungen
der Flache bestimmt sind.
Die Gleichung
aac’ + byz =0

bestimmt die beiden Haupttangenten der Fliche durch den Punkt O in der
xy-Ebene ; dieselben sind daher stets von einander getrennt und geben die Rich-
tungen an, in denen die beiden Asymptotencurven der Fliche durch den belie-
bigen Punkt O verlaufen. Jede dieser Asymptotencurven gehdrt einer ein-
fachen Schaar von Asymptotencurven an, die die ganze Umgebung des Punktes
O auf der Fliche regulir und liickenlos iiberdecken. Verstehen wir daher un-
ter u, v geniigend kleine Werthe, so konnen wir gewiss folgende Construktion
ausfilhren. Wir tragen auf einer der beiden durch O gehenden Asymptoten-
curven den Parameterwerth » von O als Linge ab, ziehen durch den erhaltenen
Endpunkt die andere mogliche Asymptotencurve und tragen auf dieser den
Parameterwerth v ab: der nun erhaltene Endpunkt ist ein Punkt der Fliche,
der durch die Parameterwerthe u, v eindeutig bestimmt ist. Fassen wir demge-
miss die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z der Fliche als Functionen von u, v
auf, indem wir setzen .

z=2(u,v), y=yu,v), z==z(u,v), 1)

so sind diese jedenfalls fiir geniigend kleine Werthe von u, v regulire analy-
tische Functionen von %, v.

Die bekannte Theorie der Flichen von der constanten Kriimmung — 1 liefert
uns ferner die folgenden Thatsachen :

Bedeutet ¢ den Winkel zwischen den beiden Asymptotencurven durch den
Punkt u, v, so erhalten die drei Fundamentalgrossen der Fliche die Werthe :

aX\*  (IY\®  [Oz\*
e=<5&)+(97t)+(9—u)=1’

_OJxdx Jydy Oz
IS umtmontun

oz\?
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und mithin wird das Quadrat der Ableitung der Bogenlinge einer beliebigen

(‘0

U

Fia. 1.

Curve auf der Flache nach einem Parameter ¢ von der Form:

9 ds\? du\? 9 du dv dv\?
) @)=\@) T2 gzt zz‘t)

Der Winkel ¢ geniigt als Function von u, v der partiellen Differentialgleichung

32
3) 3u—§'v =sin @.
Die Formel (2) beweist den bekannten Satz :*
In jedem Vierecke, das von vier Asymptotencurven unserer Fliche ge-
bildet wird, sind die gegeniiberliegenden Bogen einander gleich.

Die Formel (3) gestattet die Berechnung des Flicheninhaltes eines von
Asymptotencnrven gebildeten Viereckes mittelst seiner Winkel; DARBOUX 1 ist
auf diesem Wege zu dem folgenden Satze gelangt :

Der Flicheninhalt eines aus Asymptotencurven gebildeten Viereckes auf
unserer Fliche ist gleich der Summe der Winkel des Viereckes vermindert
um 2 .

Die Formeln (1) liefern eine Parameterdarstellung unserer Fliche, bei welcher

die Coordinatenlinien
% = const., o = const.

die Asymptotencurven sind. Nach den obigen Ausfiihrungen erweisen sich die
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z gewiss fiir geniigend kleine Werthe von u, v
als umkehrbar eindeutige Functionen der Variabeln u, v d. h. die Formeln (1)
vermitteln jedenfalls die umkehrbar eindeutige Abbildung eines Stiickes der
wv-Ebene in der Umgebung des Punktes u = 0, v = 0 auf ein Stiick unserer
Fliche in der Umgebung des Punktes O. Unsere Aufgabe besteht darin, die

*DINI, Annalidi Mathematica, Bd. 4, 1870, S. 175.
DARBOUX, Legonssur la théorie générale dessurfaces, Bd. 3, No. 773.
BraNcHI, Lezioni di geometria differenziale, § 67.

4 loc. cit., Bd. 3, No. 773.
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gesammte Abbildung der uv-Ebene auf unsere Fliche zu untersuchen, welche
durch die analytische Fortsetzung der Formeln (1) erhalten wird.

Fassen wir irgend eine Asymptotencurve unserer Fliche ins Auge, so erken-
nen wir sofort, dass dieselbe im Endlichen keinen singuldren Punkt haben und
daher auch nirgends aufhoren darf; denn bei Annahme einer solchen singuliren
Stelle konnten wir in dieselbe den Punkt O verlegen und dies géibe einen Wider-
spruch mit unseren friitheren Ausfiilhrungen, wonach durch O stets zwei regulire
Asymptotencurven hindurchlaufen und eine geniigend kleine Umgebung des
Punktes O auf unserer Fliache durch reguldr verlaufende Asymptotencurven
liickenlos erfiillt wird.

Aus diesem Umstande entnehmen wir die analytische Thatsache, dass die
Functionen z, y, 2 fiir alle reellen u, v eindeutig und unbegrenzt fortsetzbar sind.
Um dies sicher zu erkeunen, tragen wir vom Punkte O aus auf der Asymptoten-
curve v = 0 die Linge « nach der einen oder anderen Richtung hin, je nachdem »
positiv oder negativ ist, ab, ziehen durch den erhaltenen Endpunkt die andere
Asymptotencurve, tragen dann auf dieser die Linge v nach der einen oder ande-
ren Richtung hin, je nachdem v positiv oder negativ ausfillt, ab und ertheilen
endlich dem so erhaltenen Endpunkte, der die rechtwinkligen Coordinaten x, y,
haben moége, die Parameterwerthe », v. Auf diese Weise ist jedem Punkte der
wv-Ebene jedenfalls ein bestimmter Punkt unserer Fliche zugeordnet und die
Funktionen x, y, z die diese Zuordnung vermitteln sind eindeutige fiir alle reellen
Variabeln u, v definirte und regulire analytische Functionen.

Auch zeigt sich sofort, dass umgekehrt jedem Punkte unserer Fliche min-
destens ein Werthepaar w, v entspricht. Um dies einzusehen, bezeichnen wir
diejenigen Punkte, deren Coordinaten durch Functionswerthe

x(u,v), yu,v), z(u,v)

dargestellt werden, mit P, dagegen die Punkte der Fliche, die durch unsere Ab-
bildung (1) nicht betroffen werden, mit ¢. Wiirden nun im Endlichen ein oder
mehrere Punkte ¢) vorhanden sein, so miisste es gewiss mindestens einen Punkt
A auf der Fliche geben, in dessen beliebiger Nihe sowohl Punkte P als auch
Punkte ) gelegen sind.

Nach den fritheren Ausfiilhrungen existiren nun fiir die Umgebung des Punk-
tes A zwei Schaaren von Asymptotencurven, deren jede diese Umgebung einfach
und liickenlos iiberdeckt. Unter diesen Asymptotencurven muss nothwendig
mindestens eine solche vorhanden sein, die sowohl einen Punkt P als auch einen
Punkt ¢ enthélt. In der That, fassen wir eine der beiden durch A4 hin durch-
gehenden Asymptotencurven ins Auge und nehmen wir an dieselbe bestinde aus
lauter Punkten P (bez. ), so wiirden die Asymptotencurven derjenigen Schaar,
zu welcher jene erstere Asymptotencurve nicht gehort, mindestens je einen Punkt
P (bez. @) namlich den Schnittpunkt mit der ersteren Asymptotencurve enthal-
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ten. Die saimmtlichen Curven dieser Schaar konnen aber gewiss nicht aus lauter
Punkten P (bez. @) bestehen, da sonst die ganze Umgebung von 4 nur Punkte
P (bez. @) enthielte.

Es sei nun / die Lange eines Stiickes einer Asymptotencurve, deren Anfangs-
punkt ein Punkt P und deren Endpunkt ein Punkt ¢) sein moge. Fassen wir
die beiden durch den Anfangspunkt P laufenden Asymptotencurven der Flache
ins Auge, so ist jenes Stiick von der Linge ! nothwendig die Fortsetzung einer
dieser beiden Asymptotencurven, und wenn daher u, v die Coordinaten des An-
fangspunktes P sind, so wird der Endpunkt jenes Curvenstiickes entweder
durch die Parameterwerthe « &/, v oder u, v &= I dargestellt— entgegen unserer
Annahme derzufolge der Endpunkt € nicht durch die Formeln (1) darstellbar
sein sollte.

Damit ist bewiesen worden, dass durch die Formeln (1) die ganze Fliche zur
Darstellung gebracht wird, wenn u, v alle reellen Zahlenwerthe durchliuft.

Endlich ist es fiir unsere Untersuchung nothwendig einzusehen, dass die
Formeln (1) jeden Punkt der Fliche nur durch ein Werthepaar u, v darstellen,
d. h. dass die gefundene Abbildung (1) unserer Fliche auf die uv-Ebene nicht
blos fiir geniigend kleine Gebiete sondern im Ganzen genommen eine umkehr-
bar-eindeutige sein muss.

Wir beweisen zu dem Zwecke der Reihe nach folgende Sitze:

1. s giebt auf unserer Fliche keine geschlossene, d. h. in sich zurickkeh-
rende Asymptotencurve.

Zum Beweise nehmen wir im Gegentheil an, es sei eine solche Asymptoten-
curve auf unserer Fldche vorhanden. Wir construire durch jeden Punkt

8
W\

Fic. 2.

derselben die andere Asymptotencurve und tragen auf diesen Curven stets ein
Stiick s nach derselben Seite hin. Die erhaltenen Endpunkte werden dann
entweder eine in sich zuriicklaufende Asymptotencurve bilden, oder die Endpunkte
des Stiickes s beschreiben erst nach zweimaligem Durchlaufen der Grundeurve
eine in sich zurlickkehrende Asymptotencurve—ein Fall, der eintreten konnte,
wenn unsere Fliche eine sogenannte Doppelfliche wire. Fassen wir nun eine
derjenigen Asymptotencurven von der Linge s ins Auge, die uns vorhin zur
Construction der neuen geschlossenen Asymptotencurve diente, so bildet dieselbe
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doppelt gerechnet zusammen mit den beiden geschlossenen Asymptotencurven
ein Asymptotenviereck, dessen Winkelsumme offenbar genau gleich 27 ist.
Diese Thatsache aber steht im Widerspruch zu dem vorhin angefiihrten Satze,
wonach der Inhalt eines Asymptotencurvenvierecks stets gleich dem Ueberschuss
der Summe seiner Winkel iiber 27 ist und dieser Ueberschuss daher nothwen-
dig positiv sein muss.

2. Irgend zwei durch einen Punkt gehende Asymptotencurven schneiden
sich in keinem anderen Punkt unserer Fliche.

Wir denken uns eine Asymptotencurve ¢ nach beiden Richtungen hin ins
Unendliche verlingert und dann durch einen Punkt P, derselben nach einer
Seite die andere Asymptotencurve b gezogen. Nehmen wir dann im Gegensatz
zu unserer Behauptung an, dass diese Asymptotencurve b die urspriingliche @
zum ersten Mal im Punkt P, schnitte, so sind die folgenden zwei Fille denkbar :

Erstens : die Asymptotencurve b konnte so verlaufen, dass sie in 2P, von
derselben Seite der Asymptotencurve @ her eintritt, als sie dieselbe verlassen
hat ;

Zweitens : die Asywptotencurve b konnte derart verlaufen, dass sie von der
anderen Seite der urspriinglichen Asymptotencurve ¢ herkommt und mithin
nach Verlassen des Schnittpunktes 7, nach der némlichen Seite der Asympto-
tencurve o gerichtet ist, wie anfinglich, als sie vom Punkte P, ausging.

Wir wollen zeigen, dass beide Fille unmoglich sind. Was den ersten Fall
betrifft, so bezeichnen wir die Linge der Strecke P, P, auf ¢ mit ! und die
Mitte dieser Strecke mit ¢). Sodann denken wir uns durch jeden Punkt der

Fic. 3.

Asymptotencurve @ die andere Asymptotencurve gezogen und nach der Seite,
nach welcher hin die fragliche Strecke P P, auf b liegt, die Liinge 1/ abgetra-
gen. Aus den Punkten P und P, der Curve ¢ erhalten wir auf diese Weise
den namlichen Punkt ¢) als Endpunkt. Die simmtlichen erhaltenen Endpunkte
bilden mithin eine Asymptotencurve, welche durch den Punkt @ geht und zu
demselben Punkte ¢) in der ndmlichen Richtung zuriickkehrt. Dies ist unmog-
lich, da es nach 1. auf unserer Fliche keine geschlossene Asymptotencurve giebt.
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Damit ist gezeigt, dass der erste Fall nicht stattfinden kann. Aber auch der
zweite Fall ist unmoglich. Verliefe namlich die Asymptotencurve in der-
Weise, dass sie nach Ueberschreitung des Schnittpunktes P, die namliche Rich-
tung aufweist, wie frither in P, so konnten wir die Fortsetzung dieses Stiickes
P, P, der Asymptotencurve b iiber P, hinaus offenbar dadurch erhalten, dass
wir von P, ausgehend durch jeden Punkt des Stiickes P, P, von b die andere
Asymptotencurve construiren und auf allen diesen Asymptotencurven nach der
betreffenden Seite hin das gleiche Stiick P, P, der Asymptotencurve a abtra-
gen. Die erhaltenen Endpunkte bilden die Fortsetzung der Asymptotencurve
b von P, bis zu einem Punkte P, auf a. Aus diesem Stiicke P, P, der
Asymptotencurve b konnen wir in gleicher Weise ein neues Stiick der Asymp-
totencurve b construiren, welches iiber P, hinaus geht und bis zu einem Punkte
P, auf a reicht u.s. f. Auch ist klar, wie wir die Asymptotencurve & nach der
anderen Richtung hin iiber P, hinaus durch die entsprechende Construction
fortsetzen konnen und so ‘der Reihe nach zu den Curvenstiicken P P_,,
P_ P_,,. .- gelangen. Die Asymptotencurve b schneidet also die Asympto-
tencurve « in den unendlich vielen gleich weit von einander entfernten Punkten :

....P__3’ -P_2§ 'P—l’ ‘PO’ 'Pl’ PZ"Ps""

Die Winkel, die die Asymptotencurve b mit « in bestimmten Sinne in jenen
Schnittpunkten bildet, bezeichnen wir bez. mit

gy By @y Ay @y By Qg

Wir betrachten nun das Asymptotencurvenviereck P P P,P P,, welches
von den zwei Stiicken P P , P,P, auf a und den zwei Curvenstiicken P P,,
P P, auf b gebildet wird. Die vier Winkel dieses Vierecks sind

a, T—a,, a, T—a,,

und da nach dem angefiihrten Satze iiber das Asymptotencurvenviereck der In-
halt desselben gleich dem Ueberschuss der Summe seiner Winkel iiber 27 ist
und dieser Ueberschuss daher positiv sein muss, so folgt
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a+m—a +a,+7—a >2m,
d. h.

(4) a—a >a —a,.
Ebenso folgt allgemein
(5) @ — Wy 2 Yy — Bz (k=0, =1, %2, --).

Wegen der obigen Ungleichung (4) konnen jedenfalls a) — @, und a, — a, nicht
zugleich 0 sein; wir diirfen die Annahme .

a,—a =0
treffen. Aus (5) folgen die Ungleichungen :

(6) a—P—a—P+1>a0_al (p=1, 2, 3, ),
aH—a >a,—a,,,

oder

(M Bpp1 — @ > —a (p=1, 2,3, ).

Bilden wir die Ungleichungen (6) und (7) fir p =1, 2, 3, - - -, n, so folgt durch
Addition derselben leicht
a_, >a,+n(a,—a,),

a,,>a +n(e—a).

Fillt nun a, — a, > 0 aus, so ist fiir geniigend grosse Werthe von » jedenfalls die
erstere dieser beiden Gleichungen unmoglich, da die Winkel a, saimmtlich klei-
ner als 7 sind; fillt dagegen a, — a, > 0 aus, so folgt aus demselben Grunde
fiir geniigend grosse Werthe von n die Unmoglichkeit der letzteren Gleichung.

Die Asymptotencurve b darf daher anf keine der beiden angenommenen Arten
verlaufen und mithin ist der Beweis fiir 2. vollstindig erbracht.

3. Eine Asymptotencurve unserer F'liche durchsetat sich selbst an keiner
Stelle, d. k. sie besitat keinen Doppelpunkt.

Zum Beweise nehmen wir im Gegentheil an, es existire eine Asymptotencurve
mit einem Doppelpunkt; dann verlegen wir den Anfangspunkt der krummlinigen
Coordinaten u, v in diesen Doppelpunkt und wiahlen die beiden Zweige der
Curvenschleife zu Coordinatenlinien, nach der Schleife hin den positiven Sinn
gerechnet.

Wir ziehen jetzt vom Doppelpunkte (0, 0) oder vom Punkte (— s, 0) begin-
nend auf der w-Coordinate durch jeden Punkt der Schleife die andere Asymp-
totencurve und tragen auf dieser nach der positiven Seite hin eine Strecke s ab:
wihlen wir diese Strecke s geniigend klein, so werden die simmtlichen erhaltenen
Endpunkte nach einem oben angefiihrten Satze iiber das Asymptotencurvenvier-
eck wiederum eine Asymptotencurve bilden. Diese Asymptotencurve geht vom
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Punkte (0, s) bez. (—s, s) aus, durchsetzt sich selbst im Punkte (s, s) bez.
(— s, s) und endigt im Punkte (s, 0) bez. (— s, 0). Wir sehen also, dass die
eben construirte Asymptotencurve die urspriingliche Asymptotencurve in zwei

Fia. 5.

verschiedenen Punkten (0, s) und (s, 0) bez. (0, 8) und (— s, 0) schneidet ; dies
ist nach 2. unmoglich.

4. Wenn wir durch jeden Punkt einer Asymptotencurve a die andere Asymp-
totencurve zichen und auf dieser nach der nimlichen Seite hin eine bestimmite
Strecke s abtragen, so bilden die erhaltenen Endpunkte eine neue Asymptoten-
curve b, die die urspringliche Asymptotencurve a an keiner Stelle schneidet.

Denn wire P ein Schnittpunkt der Asymptotencurve b mit der urspriinglichen
@, und tragen wir von P aus auf der Asymptotencurve b die Strecke s nach der
betreffenden Seite von a hin ab, so miisste der weitere durch den entstehenden
Endpunkt @ hindurchgehende Asymptotencurvenzweig ebenfalls zur Asympto-

b

a

Fi1a. 6.

tencurve b gehoren und mithin wére ¢ ein Doppelpunkt der Asymptotencurve
b; das Auftreten eines Doppelpunktes ist aber nach 3. unmdglich.

Aus den Sitzen 1. bis 4. konnen wir sofort diese Schlussfolgerungen ziehen :

Die sammtlichen Asymptotencurvenunserer Fliche zerfallen inzwei Schaaren.
Irgend 2wei derselben Schaar angehorende Asymptotencurven schneiden sich
nicht; dagegen schneiden sich je zwei Asymptotencurven, die verschiedenen
Schaaren angehoren, stets in einem und nur einem Punkte der Fldche.

Die Coordinatenlinien # = 0, v = 0 sind zwei Asymptotencurven die verschie-
denen Schaaren angehdren. Wegen der Bedeiitung der Coordinaten u, v als
Lingen gewisser Coordinatenabschnitte entnehmen wir aus den eben ausge-
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sprochenen Thatsachen zugleich, dass zu bestimmt gegebenen Werthen von u, v
stets nur ein Punkt unserer Fliche gehort d. h. die 2u untersuchende Ab-
bildung (1) unserer Fliche auf die uv-Ebene ist nothwendig eine umkehrbar
eindeutige. Insbesondere folgt hieraus, dass unsere Fliche einen einfachen
Zusammenhang besitzt und keine Doppelfidche ist.

Nachdem wir zu dieser wichtigen Einsicht gelangt sind, berechnen wir den
gesammten Inhalt unserer Fliche auf zwei Wegen; wir werden dadurch zu ei-
nem Widerspruch gelangen.

Der erstere Weg ist der folgende. Wir betrachten auf unserer Fliche das-
jenige aus Asymptotencurven gebildete Viereck, dessen Ecken durch die Coor-
dinaten

w, v; —u, v; —u, —v; U, —v

bestimmt sind. Da jeder Winkel dieses Vierecks < 7 sein muss, so ist die
Summe der Winkel des Viereckes jedenfalls << 47 und der Inhalt des Vier-
eckes d. h. der Ueberschuss der Summe seiner Windel iiber 27 ist mithin noth-
wendig < 27. Lassen wir nun die Werthe von u, v unbegrenzt wachsen, so
kommt jeder bestimmte Punkt der Fliche sicher einmal im Inneren eines Vier-
eckes zu liegen und bleibt dann im Inneren aller weiteren Vierecke, so dass das
unbegrenzt wachsende Viereck schliesslich die ganze Oberfliche umfasst. Wir
entnehmen daraus, dass der Gesammtinhalt unserer Fliche = 27 sein muss.

Andrerseits betrachten wir die geodétischen Linien - auf unserer Flache.
Wegen der negativen Kriimmung unserer Fliche ist jede geoditische Linie zwi-
schen irgend zweien ihrer Punkte gewiss kiirzeste Linie, d. h. von kleinerer
Linge als jede andere Linie, die auf der Fliche zwischen den niamlichen zwei
Punkten verliuft und sich durch stetige Aenderung in die geoditische Linie
iberfithren lasst. Wir fassen nun irgend zwei vom Punkt O ausgehende geo-
aatische Linien auf unserer Fliche ins Auge und nehmen an, dieselben schnitten
sich noch in einem anderen Punkt P der Fliche. Da nach dem oben Bewiese-
nen unsere Fliche einen einfachen Zusammenhang besitzt, so ldsst sich jede die-
ser beiden geoditischen Linien O P in die andere durch stetige Verinderung
tiberfiihren ; es miisste also nach dem eben Ausgefiihrten jede derselben kiirzer
sein als die andere, was nicht moglich ist. Unsere Annahme der Existenz eines
Schnittpunktes P ist also zu verwerfen. Durch die nidmlichen Schliisse erken-
nen wir auch, dass eine geoditische Linie unserer Fliche weder sich durchsetzen
noch in sich selbst zuriicklaufen darf.

Denken wir uns nun auf allen von O ausgehenden geoditischen Linien die
gleiche Linge r abgetragen, so bilden die erhaltenen Endpunkte eine geschlos-
sene doppelpunktslose Curve auf unserer Fliche. Das von dieser Curve um-
spannte Gebiet besitzt nach den bekannten Formeln der LoBATSCHEFsKIsschen
Geometrie den Flicheninhalt

z _7\?
7r(e2—e 2).
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Da dieser Ausdruck fiir unendlich wachsende Werthe von » selbst iiber alle
Grenzen wachst, so entnehmen wir hieraus, dass auch der Gesammtinhalt unse-
rer Fliache unendlich gross sein miisste. Diese Folgerung steht im Wieder-
spruch mit der vorhin bewiesenen Thatsache, wonach jener Inhalt stets = 2
ausfallen sollte. 'Wir sind daher gezwungen, unsere Grundannahme zu verwer-
fen, d. h. wir erkennen, dass es eine singularititenfreie und iberall regulir ana-
lytische Fldiche von constanter negativer Krimmung nicht giebt. Inbeson-
dere ist daher auch die 2u Anfang aufgeworfene Frage zu verneinen, ob auf
die BELTRAMIsche Weise die GANZE LOBATSCHEFSKLIsche Kbene durch eine
regqulir analytische F'liche im Raume sich verwirklichen ldsst.

Ueber Flichen von positiver constanter Krimmung.

Wir gingen zu Anfang dieser Untersuchung aus von der Frage nach einer
Fliche der negativen constanten Kriimmung, die iiberall im Endlichen regulir
analytisch verlduft, und gelangten zu dem Resultate, dass es eine solche Fliche
nicht giebt. Wir wollen nunmehr mittelst der entsprechenden Methode die
gleiche Frage fiir die positive constante Kriimmung behandeln. Offenbar ist
die Kugel eine geschlossene singularititenfreie Fldche der positiven constan-
ten Kriimmung, und nach dem von H. LIEBMANN * gefiihrten Beweise giebt es
auch keine andere geschlossene Fliche von derselben Eigenschaft. Diese That-
sache nun wollen wir aus einem Satze herleiten der von einem beliebigen singu-
laritatenfreien Stiicke einer Fliche der positiven constanten Kriimmung gilt und
folgendermassen lautet.

Auf einer analytischen F'lache der positiven constanten Kriimmung + 1 sei
ein singularititenfreies einfach oder mehrfach zusammenhdingendes Gebiet im
Endlichen abgegrenzt : denken wir uns dann in jedem Punkte dieses Gebietes
sowie in den Randpunkten desselben die beiden Hauptkrimmungsradien der
Fliche construirt, so wird das Maximum der grosseren und folglich auch das
Minimum der kleineren der beiden Haupthrimmungsradien gewiss in keinem
Punkte angenommen, der im Inneren des Glebietes liegt — es sei denn unsere
Flache ein Stiick der Kugel mit dem Radius 1.

Zum Beweise bedenken wir zunichst, dass wegen unserer Voraussetzung das
Product der beiden Hauptkrummungsradien iiberall = 1 und daher der grossere
der beiden Hauptkrimmungsradien stets = 1 sein muss. Aus diesem Grunde
ist das Maximum der grosseren Hauptkriinmungsradien offenbar nur dann
=1, wenn beide Hauptkrimmungsradien in jedem Punkte unseres Flichen-
stiickes = 1 sind. In diesem besonderen Falle ist jeder Punkt des Flichen-
stiickes ein Nabelpunkt, und man schliesst dann leicht in bekannter Weise, dass
das Flichenstiick ein Stiick der Kugel mit dem Radius 1 sein muss.

*Gottinger Nachrichten, 1899, S. 44.
Trans. Am. Math. Soc. 7
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Nunmehr sei das Maximum der grésseren der beiden Hauptkriimmungsradien
unserer Fliche > 1; dann nehmen wir im Gegensatz zu der Behauptung an, es
gibe im Inneren des Flachenstiickes einen Punkt O, in welchem jenes Maximum
stattfinde. Da dieser Punkt O gewiss kein Nabelpunkt sein kann und iiberdies
ein regulirer Punkt unserer Fliche ist, so wird die Umgebung dieses Punktes
liickenlos und einfach von jeder der beiden Schaaren von Kriimmungslinien der
beiden Flichen bedeckt. Benutzen wir diese Kriimmungslinien als Coordina-
tenlinien und den Punkt O selbst als Anfangspunkt des krummlinigen Coordi-
natensystems, so gelten nach der bekannten Theorie der Flichen positiver con-
stanter Kriimmung die folgenden Thatsachen.*

Es bedeute r, den grosseren der beiden Hauptkriimmungsradien fiir den
Punkt (u, v) in der Umgebung des Anfangspunktes O = (0, 0); es ist in dieser
Umgebung », > 1. Man setze

r +1
p=%logr:_1;

dann geniigt die positive reelle Grosse p als Funection von u, v der partiellen

Differentialgleichung
' 2 Pp e — P
®) Wt T T a

Da bei abnehmendem », die Function p nothwendig wichst, so muss p als
Funetion von u, v an der Stelle v = 0, v = 0 einen Minimalwerth aufweisen,
und demnach hat die Entwickelung von p nach Potenzen der Variabeln u, v
nothwendig die Gestalt

p=a+ au? 4+ 2Buv + y’ + ...,
wo a, a, B, v Constante bedeuten und dabei die quadratische Form
au® -+ 2Buv + v,

fur reelle «, v niemals negative \Verthe annehmen darf. Aus letzterem Um-
stande folgen fiir die Constanten a und y nothwendig die Ungleichungen :

9 a=0und y=0.

Andrerseits wollen wir die Entwicklung fiir p in die Differentialgleichung (8)
einsetzen: fiir v = 0, v = 0 erhalten wir dann

e~ 2a __ eZa

2(a+fy)=——4—.

Da die Constante @ den Werth von p im Punkte O = (0, 0) darstellt und mithin

*DARBOUX, Legons sur la theorie générale des surfaces, Bd. 3, No. 776.
BIANCHI, Lezioni di geomelria differenziale, § 264.




1901] VON CONSTANTER GAUSSSCHER KRUMMUNG 99

positiv ausfillt, so ist hier der Ausdruck rechter Hand jedenfalls < 0; die
letztere Gleichung fiihrt desshalb zu der Ungleichung

a+9<0,

welche mit den Ungleichungen (9) in Widerspruch steht. Damit ist unsere ur-
spriingliche Annahme, wonach die Stelle des Maximums im Inneren des Flichen-
stiickes liege als unzutreffend und mithin der oben aufgestellte Satz als richtig
erkannt.

Der eben bewiesene Satz lehrt offenbar folgende Thatsache. Wenn wir aus
der Kugeloberfliche ein beliebiges Stiick ausgeschnitten denken und dann dieses
Stiick beliebig verbiegen, so findet sich das Maximum aller grosseren vorkom-
menden Hauptkriimmungsradien stets auf dem Rande des Flachenstiickes. Eine
geschlossene Fliche besitzt keinen Rand und daraus folgt, wie bereits oben be-
merkt, sofort der Satz, das eine geschlossene analytische singularititenfreie
Flache mit der positiven constunten Krimmung 1 stets die Kugel mit dem
Radius 1 sein muss. Dieses Resultat driickt zugleich aus, dass man die Kugel
als Ganzes nicht verbiegen kann, ohne den reguldr analytischen Charakter der
Fliche irgendwo zu storen.

GOTTINGEN, 1900.




