UBER EINE IDEALTHEORETISCHE FUNKTION*
VON
EDMUND LANDAU

Kinleitung.

Es sei % eine positive ganze Zahl. Es sei 7, (n) die Anzahl der Zerlegungen
der positiven ganzen Zahl n in k positive ganzzahlige Faktoren a, a,---a,;
hierbei gelten Zerlegungen, welche sich durch Faktorenanordnung unterschei-
den, als verschieden.} Insbesondere ist daher 7' (n) stets =1 und 7,(n)
gleich der Anzahl der (positiven) Teiler von n. Es sei s eine komplexe Zahl, o
ihr reeller Teil; es bedeute n’ die Zahl ¢*'°2™ bei reeller Wahl des Logarithmus.

Den Gegenstand der Doktordissertation von Herrn PiLtz} vom Jahre 1881
bildet der Nachweis der Relation

(w3 8) = 3 )

n=1

L.
) =235, log"w + b+ O(s*F) + (&~ F log"z),

m=0

wo (bei festem £ und festem s) die Zahlen b, b, - - -, b, gewisse Konstanten sind,
von denen b, fiir s 4= 1 den Wert 0 hat.
Ausfiihrlicher geschrieben :

(b2~ + b+ O(x7) firk=1,s%1,
b logx+ B+ O(x") firk=1,s=1,

k—1
(25 8) =1 a3 b log"x + b+ O(w“‘""llé' logh—2?x) fiir k=2, s & 1,

m=0

k
S0 log"z+ B+ O(afloghte)  firk=2 s=1.

~ m=1

Noch ausfiihrlicher, unter Vernachlassigung des in einzelnen Unterfillen gegen

* Presented to the Society September 12, 1911.

t Es ist also z. B. T',(4) =3 mit Riicksicht auf die 3 Zerlegungen 4=—1-4=2-2=4-1.

i P11z 1 in der Numerierung meines Handbuchs der Lehre von der Verteilung der Primzahlen
(Leipzig und Berlin, 1909).
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das Restglied unerheblichen konstanten Gliedes :

[ by~ + b+ O(x") firk=1,0>0exkl s=1,
byx'~* + O(x~7) firk=1,0=0,
b logx+ B+ O(x") firk=1,s=1,
x kilo b log"x + b+ 0(1:'_"_;7 log*—*z)
7. (23 8) = 1 fiirk§2,a'>1—-lt—exkl.s=l,

—1
> b log"x + O(m""’ll? log*—2 )
m=0

¢ 1
fir k=2,0=1— 7
k
> b lognx+ B+ O(m‘flc_log""w)
m=1
L fir k=2,s=1.

Wie Herr P11z * hervorhob, ist die Angabe der Konstanten, d. h. des Haupt-
teils der rechten Seite von (1), ziemlich einfach und die Hauptschwierigkeit
der Nachweis, dass das Fehlerglied wirklich hochstens die angegebene Grossen-
ordnung hat. Der PiLrzsche Beweis verliuft im Gebiete der elementaren
Theorie der DIRICHLETschen Reihen.

Speziell fiir s = 0 kommt, wenn kurz

A CH 0)=7k(w)

gesetzt wird, also 7, () die Anzahl der Losungen von

[IA

aa

1 zoooak T

in positiven ganzen Zahlen bezeichnet, als Spezialfall von (1) heraus:
z k-1
@) m(2)=3 Tu(n)=2 3 b log"z + O(z'¥) + O( ¥ logt2 z).
n=1 m=0

Fiir k =1 ist (2) natiirlich trivial {. Fiir £ = 2 war (2) schon durch DirICHLET }
bekannt und ist vor einigen Jahren von VORONOI§ verscharft worden, was
* Loo. oit., S. 5.
Téll-_-[z] —z40(1).

t DIRICHLET 12.
§ Voronoi 1.
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ich mit Absicht * hier nicht benutze. Fiir k=3 war (2) ohne Kenntnis
der PiLrzschen Arbeit lange danach von Herrn FRANEL 1 anders bewiesen
worden und spiter (unter Hinweis auf Herrn P1LTz) von mir} auf einem drit-
ten, einfacheren Wege. Da 7, (x) schon durch Herrn PiLTz behandelt war,
ging ich a. a. O. nicht iiber £ = 3 hinaus und verwies fiir allgemeines % auf die
Piurzsche Arbeit. Heute mochte ich, zumal ich einzelnes vereinfachen kann,
das ganze PiLtzsche Resultat (1), also insbesondere (2) mit beliebigem % auf
Grund meines damaligen Ansatzes beweisen, also einfacher als in der PrLTzschen
Arbeit. Ich leiste aber auch, was das Resultat betrifft, etwas Neues, indem ich
statt des Korpers der rationalen Zahlen einen beliebigen algebraischen Zahl-
korper « zu Grunde lege, dessen Grad ich » nenne.

Ich will gleich mein Resultat fiir ein beliebiges « angeben. Fir v =1 ist
es der Korper der rationalen Zahlen. Fiir » =2 gilt das Folgende. 7 (n) sei
die Anzahl der Darstellungen von n als Norm des Produktes von £ Idealen des

Korpers§, und es werde auch hier
T, (n
(s 5) = 3 )
n=1
gesetzt, also
1

T
( Mgz V(0 - )
Das neue Ziel dieser Arbeit ist, zu beweisen :

'boa:“"-l-O(logx) fﬁrk:],a:l—%,

1 1
b2+ b4 O( ") firk=1,0=1— ~ exkl. s =1,

(3) 7 (3 8) =+ bllogz+B+ O(x":) firk=1,s=1,

k
') b log"z + b+ O(x'“"‘l;& log*—* )

m=0

fiir k= 2,

.

wo b, fiir s 4= 1 verschwindet.
Ich mache gleich darauf aufmerksam, dass zwar im Falle £=2 die Relation
(1) als Spezialfall » =1 in (3) enthalten ist, auch im Falle k¥ =1 ausserhalb

" *Es erfordert diese Verschirfung feinere Hilfsmittel, welche bei der Ausdehnung auf be-

liebige algebraische Zahlkorper, um welche es sich im Text handeln wird, versagen.
t FRANEL 5.

1 LANDAU 7.

§D. h. Tk (n) ist die Anzahl der Systeme @, - - -, ax, fiir welche N(a, - - - ax ) =n ist, wobei
solche Systeme, die sich durch die Anordnung der k Ideale unterscheiden, als verschieden ge-
rechnet werden.
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der Geraden o =1 — 1/v, nicht aber im Falle £ =1 auf der Geraden
c=1-1 / V.

(3) enthilt als Spezialfall s =0:

z k—1 1 1
@) m(2)=2 Tu(n)=2X b, logna+ Oz )+ O(z ¥log"-2z);
n=1 m=0
7, () ist die Anzahl der Ldsungen von
N(a,---q,)=2
in Idealen des Korpers.

Fiir einen beliebigen algebraischen Zahlkorper ist der Fall £ =1 der Rela-
tion (4), nimlich
1

4) Tl("c)=h,“25zl=aw+0(wl_"),

das von Herrn WEBER * herriihrende Fundament der analytischen Idealtheorie;
von ihm ausgehend habe icht schon im Jahre 1903 den Spezialfall £ = 2 von
(4) bewiesen :

1

®) n(z) =x(blogz +3,) + O(z ).

Diese Relation (6) enthilt als spezielle Fille die klassische DIRICHLETsche Rela-
tion (beim Korper « (1)) und die entsprechende von Herrn MERTENS } bei « (¢)
gegebene. Meine Arbeit war, was durch den kurzen Zeitraum zu entschuldigen
ist, Herrn AXER§ entgangen, der in einer 1904 erschienenen Arbeit eine Reihe
asymptotischer Gesetze fiir den speziellen Korper x(p) = #( — % + % i1/3) der
dritten Einheitswurzeln behandelte und dabei auch u. a. den Spezialfall « (p)
von (6) bewies.

Dagegen bin ich sehr erstaunt iiber eine kiirzlich, im Jahre 1910, erschienene
Abhandlung von Herrn ScHLESER||, der an die AxErsche Arbeit ankniipft,
die in dieser (weniger einfach) behandelten und namentlich viele andere asym-
ptotische Gesetze fiir den speziellen Korper «(p) beweist, ohne meine genannte
Arbeit vom Jahre 1903 (auf die ich in meinem Referat iiber die AxERrsche Ab-
handlung im Bd. XXXV des Jahrbuchsq iiber die Fortschritte der

* WEBER 2. 4. Fiir den einen Korper «(i) der vierten Einheitswurzeln hat Herr SIERPINSKI
(1) iibrigens (5) verschiirft ; doch erdrtere ich die Konsequenzen hieraus nicht, da ich nur solche
Uberlegungen anstellen will, die fiir jeden Kirper giltig sind.

t LANDAU 9, 8. 156.

+ MERTENS 1, S. 328.

§AXER 1.

|| Asymptotische Gesetze im kubisclien Kreisteilungskorper (Monatshefte fiir Mathematik
und Physik, Bd. XXI, S. 61-102). Ich bemerke ausdriicklich, dass die SCHLESERsche Ar-
beit manches Neue in Problemen, Resultaten und Beweisen enthilt. Auch ist es nicht ohne
Wert, dass der Verfasser bei einem Teil seiner Resultate das Restglied mit O durch explizite An-
gabe von Schranken ersetzt. Was ich zu beanstanden babe, bezieht sich fast lediglich auf den
Teil der Arbeit, der mit meinem gegenwirtigen Thema zusammenhiingt, und an keiner der von
mir besprochenen Stellen handelt es sich um einen Fehlschluss.

9l Jahrgang 1904 (erschienen 1906), S. 222-223.
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Mathematik ausdriicklich hingewiesen hatte) und andere Arbeiten von mir
zu kennen. Z. B. beweist Herr SCHLESER bei «(p) je eine Formel* iiber
2 Nu =z $(n) und iiber die Anzahl der quadratfreien Ideale mit Norm =z, zitiert
beide Male Herrn AXERs Beweise dieser Formeln bei «(p) und weiss nicht, dass
sie bei mir{ fiir jeden Korper bewiesen stehen; er beweist ferner bei «(p) eine
Formel } iiber die Anzahl der quadratfreien Teiler aller Ideale mit Norm =«
und zitiert nur Herrn MERTENS’ Analogon bei «(i), da er die von mir bewiesene
Verallgemeinerung § fiir beliebiges « nicht kennt. Die Unkenntnis des Vorhan-
denen veranlasst aber Herrn ScHLESER sowohl zu manchen Umwegen beim Be-
weis einfacher Dinge als auch zu unniitz hohen Fehlerabschitzungen in einigen
Endformeln. Als Beispiel eines Umwegs erwihne ich, dass sich die vom Ver-
fasser durch einen eine Seite langen Beweis hergeleitete Relation ||
M 2 log Mt = azxlogz — ax + O(V'z log 2)

NnS2z
ohne weiteres durch partielle Summation aus

NZ< 1=o0ax + O(l/x‘)

ergiebt, d. h. aus dem Spezialfall «(p) von (5), der auch vordem bei ihm vorkam.
Im Ubrigen steht eine (7) enthaltende Relation fiir 3" y.<. log Vn fiir einen
beliebigen Korper, wo das Restglied O («'~'/” log ) lautet, bei mirY; ihre linke
Seite entspricht dem TscHEBYSCHEFschen 7(x), und jene Relation ist das Fun-
dament der elementaren Untersuchungen iiber die Verteilung der Primideale
geworden.

Was nun speziell die Beziehung der SCHLESERschen Arbeit zu meiner vorlie-
genden betrifft, so behandelt er u. a. den Spezialfall #(p) meines jetzigen
7(x; 8) fir k=1,%k= 2 und k = 3, jedes Mal bei reellem s in folgendem Um-
fange und mit folgendem Ergebnis:

1) k=1. Fiir s =0 erhilt er ** den Spezialfall von (8) in vollem Umfange,
d. h. mit derselben Restabschitzung O(##~*). Fiir 0 <3 <1 und s> 1 lisst
sich sein 11 Restglied O(«'~*) laut (3) schéirfer ersetzen : durch b a'~* 4 O(xt*)
fiir 0 < s < }, durch ,2'~* 4 O (log =) fiir $] s = }, durch b ='~* + b + O(x*~")
fiir } <8 <1 und durch b 2'~*+ O(x}~’) fiir s >1. Fiir s =1 beweist er den
" % Loo. cit., S. 80-81 bezw. 8. 86-87.

t Loo. cit., 8. 155, bezw. LANDAU 14 (auch vom Jahre 1903), S. 562.

1 Loo. cit., S. 95.

§ LANDAU 9, S. 159.

Il Loe. cit., S. 88.

ffLANDAU 9, S. 116.

** Loc. cit., 8. 77-79.

+1 Loc. cit., S. 74-75. Herr AXER (loc. cit., S. 245) hatte fiirs>1 nur O(2'—* log z) ge-
funden.

it ﬁbrigens werde ich in § 6 (elementar) u. a. fiir «(p) zeigen, dass auch im Punkte s=1 das
Restglied byzl—s 4 O(zd—s ) =b,x1—s+ O(1) ist.
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Spezialfall von (3), d. h. die Formel * iiber > y.<. 1//Nn unter Hinweis auf
Herrn AXER, ohne zu wissen, dass ich t dies fiir jeden Korper schon gemacht
habe.

2) £ =2. TFiir s=0 erhilt er { den Spezialfall von (3) in vollem Umfange,
d. h. mit O(«t—). Doch zitiert er bei der Formel fiir s =0, die ich § fiir
jeden Korper bewiesen hatte, nur Herrn AXER (bei «(p)). Den Fall 0<s<1
behandelt er gar nicht. Fiir s>>1 lisst sich sein || Restglied O (x'~* log ) laut
(8) scharfer durch x'~*(b, log .+ b)) + O(at*) ersetzen. Fiir s=1 beweist
et 9 nicht den Spezialfall von (3) mit O(x~%), sondern nur eine Abschitzung
mit O(x~% logx). Dies zeigt, dass Herr SCHLESER sogar meine auf den Korper
der rationalen Zahlen beziigliche Arbeit ** aus dem Jahre 1901 nicht kennt.
Dort hitte er gelernt, dass diejenige Behandlung von ¥° v, <,1/N(ab), welche
er verwendet, bereits im Korper der rationalen Zahlen, wo BERGER so verfuhr, ein
um den Faktor log x zu grosses Fehlerglied liefert, und, wie man dies vermei-
den kann.

3) £=3. Herr ScHLESER behandelt hier nur 8 = 0 mit dem Ergebnis 11
O(x* log x), wahrend (3) hierfiir O(x%log «) ergiebt. Aus meiner soeben genann-
ten, auf 7,(x) in «(1) beziiglichen Arbeit hitte er gelernt, dass es unzweckmas-
sig ist, eine gewisse auf der Zerlegung x = 1/z.1/x basierende Identitit zu
Grunde zu legen, und dass die Zerlegung x = x}.2? vorteilhafter ist; bei «(p)
ist es auch gerade diese Zerlegung, die zu dem Spezialfall von (3), d. h. zu
O(=ztlog x) fiihrt.

Nun gelten, wie gesagt, (1) beim Korper der rationalen Zahlen und (3) bei
einem beliebigen Korper zweiten oder hoheren Grades fiir beliebige komplexe
s, und das Ziel der gegenwirtigen Arbeit ist, den PiLTzschen Satz (1) von
Neuem und (3) zum ersten Mal zu beweisen. Das sind alles elementar zu er-
ledigende Fragen; die grossen Schwierigkeiten der Primzahl- und Primideal-
theorie treten dabei nicht auf. Die Arbeit ist folgendermassen angeordnet.

Im §1 erledige ich den Fall k=1, » >1, im §2 den Fall k=1, v=1. Im §3
zeige ich, dass fiir jedes k=2 die — gleichlautende — Behauptung (1) bezw. (3)
nur auf der Geraden o=1—1/kv bewiesen zu werden braucht, damit ihre Rich-
tigkeit in der ganzen s-Ebene einleuchtet. Im §4 beweise ich (1) und (3) fiir
jedes k=2 auf der Geraden o=1—1/kv und zwar durch den Schluss von £—1
auf %, indem ich die Behauptung (1) bezw. (3) (fiir alle komplexen s) bei 1,. ..,
k—1 als bewiesen annehme. Im §5 wird von den in (1) und (3) auftretenden

* Loo. cit., S. 77.

t LANDAU 9, S. 81.
% Loo. cit., 8. 92.

§ LaANDAU 9, S. 156.
Il Loc. cit., S. 90.

1 Loo. cit., S. 92.

** ,ANDAU 7.

11 Loc. cit , 8. 102.
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Konstanten die Rede sein. Im §6 verscharfe ich fiir einige Klassen von Zahl-
korpern den Ausnahmefall =1, c=1—1/v des Satzes (3); insbesondere wird
das log  im Restglied bei jedem Korper fortfallen, dessen Zetafunktion auf der

Geraden o=1—1/v iiberall regular ist, wie dies z. B. im Korper der rationalen
Zahlen der Fall ist.
§1.

Es sei der Korper beliebig, d. h. »=1. Dann gehe ich von der WEBERschen
Relation

5) r(#) = az 4 O(")

aus. Man erhdlt durch partielle Summation * fiir x=1

(w5 8) = 3 1)
=i"'x(”’)_"}(”_l)

=Zn0) () 57
=T [t )

R (Mm(v)du | T()
— L) LT
e ( ) i 4 7).
(8) . =s[ du + [m]
Nach (5) ist
() .
0" ()

T(z) _m(=) , du =
a0 HE -0 o [ =0( ) =0
aus (8), (9) und (10) folgt
(11) mmn=af'$h s o).

Wird

T (®) — ax =n(x)
* Diesen Kunstgriff und daraus sich ergebende Identititen vom Typus (8) hatte Herr
FRANEL (6) bei verschiedenen asymptotischen Abschitzungen benutzt ; z. B., um (fiir x(1)) aus
der DrrICHLETschen Relation fiir 7, (z) Abschitzungen von7,(z ; ) zuerhalten. Jedoch liefert
hier der FRANELsche Ansatz (eben wegen der Geraden c=1—1/kv=¢) nicht die mit elementa-
ren Mitteln bestmogliche Abschiitzung, fiir =4 aber genan (1) mitk=2. Im Ubrigen hatte
ja Herr PILTZ fiir alle s (auch, wenn 0 =4 ist) die Relation (1) mit k=2 bereits bewiesen.
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gesetzt, so ist nach (5)

(=) —o—
(12) TH=0E"""),

was sofort Anwendung finden wird.
(11) giebt

n(os o) = [ G [ du a4 251 0

xdu 1
(13) =saj“ ~~l7+aac“'+ sf 1’(,+l)d +O(m ).
Hierin ist
z' L )
f‘fﬁ;[l—_s-r:: s 41,
1 u"
log x firs=1,
ferner nach (12)

l—v—l— . 1
0(22 ) fur a’<l—~v—,
fﬂ(‘ﬂ)du—- O(log x) fiira'=1—-~:—,

1
") Gy 4 O Y e e > 1 — -

u+l

o

(13) liefert daher
1
rboazl" + O(wl_v—'T) firoc<1— 1 ,

bx'=" + O(log x) fiiro-=1—~1;,

T(258) =1

1
blogz+ B+ O(x ¥) firs=1,

. S 1
LI)ozz:“'-l-b +0(azl ) fiir o'>1—-—v—exkl. s=1.

Damit ist im Falle k=1, v=2 die Behauptung (3) vollig bewiesen ; im Falle
k=1, v=1 ist die Behauptung (1) mit Ausnahme der Geraden ¢ = 0 bewiesen.

§ 2.
Es bleibt zur villigen Erledigung des Falles £ = 1 nachzuweisen, dass fiir

0’=0

€

> L ose 40

u=1 N

ist. Dies geschieht folgendermassen. Die Behauptung ist fiir s = 0 trivial.
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Es sei also 0 =0, aber s 4 0. Dann wird beim Beweise die in (1) wegen
R (s + 1) =1 ganz speziell steckende Thatsache

14) > = 0(1)

benutzt werden.
Nun ist — fiir alle komplexen s sogar —

b= (02))
b TR o)

n

1—s (1-—38)s
- n + 2na+l) +‘P‘(n)’

wo
1
(15) ¥(n) = 0(,,,—+z)
ist, also bei Summation iibern =1, ..., [2], wo =1 ist,

([—m]—i"ﬁ;:l =—-(1- 3);:“;— + (—28)82 wt Z‘l’(”)-

Speziell fiir s 4 0, o=0 liefert dies nach (14) und (15)

1—

1 _w,i_,+0(1)=_(1_s)z:;.;—,+ 0(1) + 0(1),

1 x—* -
o= s+ 01)=3%2""+0(1),

wie behauptet.
§3.

Es sei also in der Folge #=2; die Fille v=1 und »>~1 brauchen nicht mehr
getrennt zu werden.

In diesem Paragraphen will ich bei festem Z=2 zeigen, dass aus der Richtig-
keit der Behauptung im Punkte s=1—1/kv die Giltigkeit in jeder der beiden
Halbebenen o <<1—1/kv und ¢>1—1/kv folgt, so dass also der Beweis der Be-
hauptung (1) bezw. (3) alsdann nur auf der Geraden o=1—1/kv gefiihrt zu
werden braucht.

Ich gehe also bei festem Korper und festem =2 von

1 k-1

(16) (w 1--,;-) 2 3 b, logz + O(log** )
m=0
aus.
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Durch partielle Summation ergiebt sich fiir =1

1
x T n .n—l+k—v
r(s 8= 3 TR

n=1 n’—l+k—v
1 1
nyl—)=—7|ln—1;1—5-
w(ni1-g)-m(r-11-5)
= 12 a—l+~k1y
n
1 1
1 [zlrk(u;l—k—v) Tk(w; 1-— 70;)
(17) = (8—1+ Z;I) 1 du+ '_1+__l_ .
1 u e [w] v
Wenn
1 1 k-1
'rk(w, 1 —-—) —x® )Y b log" x=H(x)
m=0
gesetzt wird, so ist nach (16)
—2
%) e _o (e
wa+'k;; mw-f-,"—v
Aus (17) folgt weiter
1
x . 1 R
1 7"(”’ kv) _
1 u v
1
T (w; 1-— k_v)
+ T + O(x 7 log*! )
@ ‘ky
= 1 *H
(s—1+l)zb f'log"’ud +(s—1+k)f (u)d
m=0 14 u.+kv
(19) )
k-1 1
+ ) b log"x+ O(w kv logt2x) 4+ O (27 logt x).
m=0

Nun ist bei ganzem m = 0 und positivem x

@'~'(c, log"x+ .- +¢)—c, firs+1,

“ log™ u
I i’: - du = {log"‘“w
m+1

firs=1,

also
(s—l-l- )zb ]"hg-'-‘d +w“Zb 1ogw—w'-~2d log" = + 4,
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wo d, fiir s 4 1 verschwindet. Ferner kann in (19) wegen — o <<1 — o—1/kv
das letzte Glied gegen das vorletzte vernachlissigt werden, und es ist nach (18)

et . 1
“H (u) 0(:1:l v log"~* ) fura<1—E.;

1
D+ O(Dcl_c—"—" log"-2 z) fir o >1— 21/

Aus (19) ergiebt sich also fiir o <1 —1/kvund e >1—1/kv

3 .
(%5 8) =2 Z_o d, log"x+d+ O(MI""‘Z’-;} log—2 ),

wie in (1) und (3) behauptet.
§4.

Der Beweis von (1) und (3) fiir alle Wertepaare %, s und alle « ist also auf den
Nachweis von (1) und (3) fiir o=1—1/kv bei k=2 reduziert, und dabei darf
die Behauptung (1) bezw. (8) fiir 1 bis £—1 bei jedem s in dem betreffenden
Korper « als bewiesen angenommen werden.

Es ist identisch, wenn erst die Idealsysteme mit Na, =x'*, dann die mit
N(a,---a,_,)=a* " beriicksichtigt werden und zam Schluss die doppelt
gezihlten hinweggenommen werden, fiir jedes komplexe s

1

‘Tk(x; 8) =1V(a|.-~ ak)§zN(al e ak);

1 1
= Lo, Lo NG
H Moy ... ag-p) £ o

1 1
+ S S — S~
Z k=1 (al'”ak—l)N < Zz Nak
* "% 2 Nay... agp)

z : > .
, Na; L NV(ag ey
NoySzk May..ap ) Sz F

o 1 x
= = (i 0)

NaiSzk

Nop Sz

Nay..aqpp) S 2

1 @x
(20) ) + 2 N(al"‘al:—l)‘Tl('N(al.'.ak—l); 8)

k-1

Nay .o tg ) Sz &

1 k=1
=T (ks 8)T, (x5 s).

Nun sei =1—1/kv. Es ist nach dem schon Bewiesenen bezw. als bewiesen
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Angenommenen

— 1
T (x38)=bx'"+ b O(wl_’"i)
11
=b,2 "+ b+ O(ab V)
und (auch, wenn k=2 sein sollte*)

k-2

ra(239) =213 flogna S+ O(z ™ EFlog-ta)

= x“‘me log™ x + f + O(:c"_"—““‘_‘)" log*—2x) .
m=0
Es ist bequemer, die Identitit (20) in der Form

T.(2;8)= 2_‘7;—“,--{7,‘_,(%;3)—)"}

+ > . N (a, 1 a,,_l)‘{T‘(N(al w 0, 8) - b}

Moay.oap))Sz &

(s 8) =B {r (25 8) = f} 4 B

zu schreiben. Wenn die drei ersten Glieder rechts mit U(=x), V(x), W(=z).
bezeichnet werden, also

(21) T (x;8)=U(x)+V(x)+ W(z) + b
ist, so ergiebt sich hierin einzeln folgendes:

V)= T o oo fe g ()

1
NaSzk
1 1

1 o & x
+0 ¥ % 1—1103""(%)
vzt Na ¥ Nobr ™ &0

-2 5 T e ()

Na z"

1. 1
+ 0<w7‘7’-("_—‘—"log"'2 > —-——>

Neszk Na (k=1

B LS 1(7) e 3

m=0

NSz h
*In der That steht im letzten Glied der durch (1) bezw. (3) gelieferten Absohidtzung von
mx—1( 2 ; 8) der Faktor log® z fiir k = 2, log*—3z fiir k¥ = 3, so dass log*—z jedenfalls richtig ist.
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1 1 1
+0{’°r{‘:’$ 1°g""w-n("’i; 1- (k—_1 1),,)}

=2e lo Na
22 $g,lge ¥ Ep
m=0 ¢= 1
Naszk

+ O(oc£3_<k*—lﬁf log*~2 . F ‘(z-:l'f)';)
(22) = ! z:o Eog log™— Z ig_"»llr(} + O(log‘":c)
m=0 g=
Nag z*

Nun ist fiir jedes ganze ¢=0, wenn 7 () die Bedeutung des §1 hat,
log Na & log" n
> B =S nm) (1))

NaS«

= Zlogqn+i 7(n) — n(n — 1);l°gq"

= n;1<>g"n+=§;:: 0 )(log”n 1og«n(:~1+1_)) 4[] %alcg]gj_[ap]
~[2 e () B0 (2 s ot b

=q log"+l x+ ac+20(log"n> Of log‘{ ud +0(x "log"w)

(23)

a , !
1 logt'w + ¢ + O(x * log"m).
(23) ergiebt, in (22) eingesetat,
k-1 —2
Ux)==2""2 h, log"z + O<az:'“"logkl a:) + O (log**x)
m=0 .

wkv

k-1 .
(24) =2 h log"x + O (log**x).
m=0
Ferner ist
1 wl—c

V(m) = b" Z k-lN(al k—l)‘ N(“l ak—l)l-‘

Nay...y1 Sz *

1 __l
1 kv v

+0 Z 1 1 1

¥l - =
Moy ... ) Sz E N(al ceeaey) BN(ap a0

k=1 1.1 k=1 1
=b2' ' (% ; 1)+0{w"" ka-l(w 3 1—1;)}
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k—1

k-1 _ 1 k—1 R i
= boac"'“( D1 log"x +O0(x EvF Jogh-? :r:))+ O(xt v

m=0

k—1

* logh—a)

1
v

k—1
(25) =2') p,log" =+ O(log"? )

m=0
und
La-a 1_1y
W(z)={bx* "+ O0(z* +*)}
g &2 11 kel ‘
X {x * qulog"‘x-l-()(w kv (= & logk..zx)}
m=0
k—2
(26) =Y 7 log"z + O(log*-2x).
m=0

Nach (21), (24), (25) und (26) ist
k—1
T(%; $)=x'""3 u_log"x+ O(log"2x);
m=0

somit kommt gerade die Behauptung (1) bezw. (3) fiir o=1—1/kv heraus.
Nach dem Obigen sind damit (1) und (3) in allen Fillen bewiesen.

§ 5.
Es gilt, mindestens im Kreise |s—1|<1/», eine Reihenentwickelung

a

t(s) =7+ Sals—1)

fiir die dem Korper « entsprechende Zetafunktion; a ist genau die Konstante
aus (5). Bei jedem ganzen k=1 gilt also ebenda eine Reihenentwickelung

C."(8)=(—8§‘T-)-k+ +;"_€_l'i+/3°+'y,(8—1)+fyz(s—1)2+

wo ich die Abhingigkeit der Koeffizienten von % nicht erst in der Bezeichnung
hervorheben will.

Ich behaupte zunichst, dass der Hauptbestandteil in 7, (2; 1) (d. h. das in
(1) bezw. (8) fiir s=1 vor O stehende) den Wert

hat. Da die genauere Abschitzung des Fehlers, nimlich O(z'v) fiir
k=1 bezw. O(x '™ log*—*x) fiir k=2, schon erledigt ist, ist es nur noch
notig, den Nachweis zu erbringen, dass in

=7,

(s 1)=Z--"§n)=bklog*w+ oo +blogx4 b+ o0(1)

n=1
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fir 0=m=k
B..
b"__-m

ist. Durch partielle Summation ergiebt sich fiir a>1

gr(sy =3 2lm)

-

3
|

= nc-—l
o 1 1
=n=1'rk(n’l)(,hc_—'l-(n_'_l)c—l)
® 1 .
=(s—1)) *Tk(l;:l)du
n=1Jn

15

1 1 d
=(s—1)(bk‘f—?ﬁf—udn+-..+b,f-°5%‘du+b,[u—',‘+sp(s)),

wo bei Anniherung aus der Halbebene o>1
im ¥{2) _ o

=1 ‘du ’
|5

Lm (s —1)y(s)=0

=1

log* u k!
[ o du=(8_l)k+,,

* log u 1!
|y

f"du_ 1
W s -1

d. h

ist. Nun ist firoe>1

es kommt also heraus:
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d. h.
bk=%’ Tty bl=%’ b, = By
was zu beweisen war.
Nachdem
) _1 _1
T.(x;1)= > ﬁlog’"m+ O(x *)+0(x *log**x)

m=0
k B _1
= milogmx + 0 (2 »log'x)
m=0 *

bewiesen ist, ergiebt sich die Konstantenbestimmung in (1) und (3) folgen-
dermassen. Es braucht 7, (%5 8) fiir >1—1/kv nur auf o (1) genau, fiir
0=1—1/kv nur auf o (x'-") genau bestimmt zu werden, um durch Vergleich
mit den schon bewiesenen Relationen (1) und (3) die Konstantenbestimmungen
zu haben.

Fiir 6>1 ist in

T.(x38)=b+o(1)
das b zu bestimmen ; offenbar ist
b=lim 7 (x;8)=_{%(s).
Fir 1—-1/kv <o =1 exkl. s=1 sind in

k—

1
T (%3 8) =22 b log"x+b+0(1)
m=0

b, b,, ---, b,_, zu bestimmen und fiir s =1—1/kv in
k—1
(x5 8) =22 b, log" x4 o(x'~°)
m=0
byy -+, b,_,. Nun ist fiir jedes s
- I (us 1) 7 (23 1)
7. (%3 3) = (3 - 1)[ TTw du + [w]:l
=(s— l)f T"(Z,; l)du + T"(:j_;,—l—)— + O(x° log* )
1

£ k ﬁ k /3
=(8— l)f w? ) mlog™ udu + 'Y, —" log™
1 m=0 M : m=o M

(27) - 1 1
+(s=1) f 0@~ 5 log' w)du+ 0@ ™" & log~' )+ O log* ).
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Hierin ist fiir s =|= 1 2>0

(s—l)f -y log"udu+w“'§o—"'%—log"w

k

—_-(s—l)z ﬁ—fu"log"udu+:c“‘z

m=0

fﬁ log™ 2

k m ! 1
=(s-12X (—“’l" __—mf)m_-i-l:tlog”w"'___l;)—m.'.l)

m=0 n=0nl(8
=~ B
. 1—s m
<+ x ”Eﬂ) m!
oelogtx
= g! “go = ( s—l)mz_"(—s—Tw:;-f-B)-i-c

n=0 =n+1

= l-."z_l 1)'lgnwmi (sfl)m'*'c

Fiir =1—1/kv sind damit alle Konstanten bestimmt, da die drei Rest-
glieder in (27) reichlich o (a:“") sind ; es ist namlich fir 0 =n=%k—1

(28) 2 o

m—n+l

Fiir 1—-1/kv <o =1 exkl. s=1 ist
1 1
(s—l)fO(u_'—"_'log"“u)du +0(x " ®log-'z) + O(x logz)
1

=(s— I)I“O(u"'_’:—"log""u)du+ o(1)+o(l)+o0(1)=c+0(1);

also bleibt hier nur die Konstante

b= hm(-rk(ac s)-—m“'z b, log™ w)

=«

zu bestimmen, wo b,- -, b,_, den Wert (28) haben. Aus

T (%3 .<3)=a:“‘k2—l b, log™x + b + ¢(x),
wo "~
(29) e(x)=0(1)
ist, folgt in der Halbebene R(S)>1
7. (n; 8)—T(n—1;8)

C,f (S ).= Z S—s

n=1 n
Trans. Amer. Math. Soc. 2
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=(s—0 [
=(S—s)ki=lob~f“1°g"“d w4 (S — )f"b'*;_‘,ﬁ‘)d

(30) = (8= T b gy b+ (8= 0) [ S du.

m=0

Hierin ist das letzte Glied wegen (29) fiir () > o regulir und hat bei An-
niherung aus dieser Halbebene fiir S=s den Limes 0. (30) ist also in der
Halbebene R(S)>o exkl. S=1 giltig und liefert, wenn S gegen s strebt,
&k (3) =b.
Damit sind alle Konstanten bestimmt.

§ 6.
Ich will nun zu dem sogenannten Ausnahmefall

k=1, (1’=1——1
14

zuriickkehren, wo zwar fiir v=1

1
(25 8) = X o= ba +O(1),

aber fiir »=2 nur

1
(%5 8) = 2. 7 =b""" + O(logz)

NnSz

herausgekommen war, und will beweisen :
Falls fiir einen bestimmtén Korper « ein bestimmter Punkt s, der Geraden
o=1—1/v eine regulire Stelle der Funktion &, ( 8) ist, ist

T,(%; 8,)=bx' %+ 0(1).

Hierzu benutze ich folgenden schonen Satz von Herrn MARCEL Riksz:
Wenn fiir ein ¢S 0 bei ganzzahlig wachsendem n

al+”’+an
nﬁ

(31) -o(1)

ist und die infolgedessen piir o>>c regulare Funktion
@ a'
OED
n=1
in einem bestimmten Punkte 8,=c+ty der Geraden o=c reguldr ist, so ist

> = —0(1).

n=1 n'
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Dieser Satz, den mir Herr RiEsz miindlich mitteilte, wird genau so bewiesen
wie der Rieszsche Satz, fiir welchen ich kiirzlich den vordem unpublizierten
Beweis des Entdeckers auf S. 151-167 meiner Abhandlung * mitgeteilt habe:
Ube. die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsitze der Herren HARDY und
AXER. Zunichst lasst sich namlich offenbar ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit ¢=1 annehment, dann wie auf S. 152-153 ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit ¢,=0 annehmen, dann wie auf S. 166-158 der Beweis des Satzes
auf den des entsprechenden Satzes mit der schirferen Voraussetzung

a,=0(1)
statt
al “+ .-+ an _
S =0)
reduzieren und dann diese Behauptung mutatis mutandis wie die damalige

auf S. 158-167 beweisen. Hier wird die Behauptung —parallel zu S. 158—
161—auf

o s—1
Sa, [T H(s)ds=0(1)
n=l1 JT n
reduziert ; dies—parallel zu S. 161-1656—mittelst des Nachweises von
J,(m)=0(1)

auf den Beweis von

J;(m) = 0(1)’

und dieser Beweis gelingt, sogar mit der hier unnétigen Schirfe
lim,,_, J,(m)=2mrif(1), wie auf S. 165-167.

Dies kann dem Leser meiner soeben zitierten Arbeit als vollig ausreichender
Beweis des oben genannten Rikszschen Satzes dienen.

Diesen Satz wende ich nun auf ¢c=1—1/» und die DiricHLETsche-Reihe

1 a,
;Nn a"Z_ZI C‘(S)—aC(8)=nZ=;-n.
an. Dann ist
ﬂ+—li-~a—_0(1)

n 1 4
1 . . e
nach dem WEBERschen Satz; wenn also s)=1 — 5 + t,i regular ist, ist nach

dem RiEgszschen Satz
1
S —a z - +0(1
_ A;x Nl 0 n= ( )’
*Prace matematyczno-fizyczne, Bd. XXI (1910), 8. 97-177.
1 In der That folgt bei beliebigem c aus (31) durch parsielle Summation

St I =0(n).
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nach (1) ist
F3 1 b
D =cx " +c+O0(x 1+")=cow“'“ +0(1),

n=1 n'

und damit kommt die Behauptung

NnZan"’ = b @+ 0(1)
heraus.
Insbesondere fiir quadratische Korper ist bekanntlich

t() = o7

[January

eine ganze Funktion, also iiberall auf der Geraden o=1—1/» regulir, folglich
die obige Verschirfung auf der ganzen Geraden giltig. Allerdings ist in diesem
Fall der RiEszsche Satz nicht notig, um es einzusehen ; sondern es geht direkt

so: Wenn D die Grundzahl ist und (D) die KrRONECKERsche Verallgemeine-

rung des JacoBischen Symbols ist, ist fiir ¢ > 1

t)=3 (%) 5 2

n=l n=1
Fiir o=1—1/v=4 ist also

1 D\N1 1
2. =;?3(;)77m*

1

nll

E(D\1&1 1 a(D\1 £ (2
Nun ist
Z—l,—cm“‘+c+0(.r‘“*)
m=1
und wegen
z (D
Z(%)-om
2 (D\ 1 1
Z(5)w-z+o(33)
laher ergiebt sich
1 Ve (D\ 1 /[ u'— Yz 1 v/n
Zaw=E(R)w(cimre)roE L0
vz 1 v: 1 vm vz 1 1
LyEl o LVm ;51 0(‘—.
+ mz=|m'+ »Z_—:nl/ml/w mz=1m'+ Ve

1 5

E'

£1)

m=l1

V'm
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]

=cow“‘£(~€—);‘+ 0(1) + 0(1) + O(1)

n=1

—cd— 3 (g)}ﬁ- o(x““/i_) +0(1)

n=1 @x
=Bz~ +0(1).

Ich méchte nicht unterlassen hervorzuheben, dass die Thatsache der elemen-
taren Beweisbarkeit dieser Relation einem bekannten elementaren M ERTENS-
schen Beweise* des Nichtverschwindens von
£ (2)!
n=1 n "

zu Grunde liegt. Dazu braucht nur b, 4= 0 fiir s = } bewiesen zu werden, d. h.

m

1
27w =0

ein Widerspruch aufgefunden zu werden, und ein solcher liegt darin, dass jede
Quadratzahl =1 Norm eines Ideals, also

1 1
—_— = —
Nngz]/Nn m=1 l/mz

S
<
N

3=

3
i

ist.
GOTTINGEN, den 23. Juni 1911.
* Vergl. MERTENS 6, [.ANDAU 34 und 8. 433-435 meines Handbuchs.



