CONTRIBUTION A L’ETUDE DU SAUT D’'UNE FONC-
TION DONNEE PAR SON DEVELOPPEMENT EN
SERIE D’HERMITE OU DE LAGUERRE*

PAR
ERVAND KOGBETLIANTZ

INTRODUCTION

Dans lintervalle infini (—, 4 ) on peut développer une fonction
donnée f(x) en série d’Hermite,

= Hn(x) += 2
(1 f(x) ~ 22 e~ Hu(u)f(u)du (- <z <),
n=0 2"”!1!'”2
ol le niéme polynome d’Hermite H,(x) est défini par
. ar(e==")
—z H,. — .
¢ () dx

De méme, dans l'intervalle (0, ) on a pour @ > —17 la série de Laguerre:

had l"(n + 1) (a) —u a_(a)
(2) f(x) ~ zo: TotatD L, (x) % L, "(u)f(u)du,

le polynome de Laguerre L, (x) étant défini par

z (a) nta —z]

()——[

La série d’Hermite (1) dérivée terme & terme par rapport & x donne une
série procédant également suivant les polynomes d’Hermite car

Hy (%) = — 2nHa(%).

Cette nouvelle série

© H,
®) _y B

w0 2"nlyxl/2

+oo
¢ Hoya (w)f () dus

n’est autre chose que le développement formel en série d’Hermite de la
dérivée f'(x), si f(x) en posséde une. En effet, dans 'hypothése que f(x) et
f'(x), sommables (L) dans tout intervalle fini, vérifient 2 'infini, pour | x| —o,

* Presented to the Society, April 20, 1935; received by the editors September 8, 1933.
t Pour @< —1 les polynomes de Laguerre ne forment plus un systéme orthogonal dans (0, ).
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LE SAUT D’UNE FONCTION 11

la condition d’étre O(es=") avec ¢<1, on peut faire tendre 4 vers l'infini dans
la relation

4 4
f e (u)Ho_y(u)du = e‘A’I f(w)H 1 (u) I‘i 4= f e’ H (u)f(u)du
—-A —A
donc
f wf "(w)e ™ Hos(u)du = — f ”c_“, () f(w)du

ce qui prouve notre assertion.
La série (3) diverge en tout point x=2x, 01 f(x) posséde une discontinuité
caractérisée par un saut fini

D(x0) = f(xo + 0) — f(x — 0),

les nombres f(x,+0) existant par hypothése. La divergence de la série (3)
pour x=x, est essentielle, c’est & dire sa somme partielle f.(xo) tend vers
© avec #. Dans ces conditions la série (3) n’est sommable pour x =x, par
aucun procédé de sommation régulier & coefficients positifs.

Néanmoins, f.(x0) peut servir pour déterminer i partir de la série di-
vergente (3) le saut D(x,) de f(x). Ainsi M. Jacob* a prouvé que I’on a
@ D(z) = — tim 2220

212, nl/2

sous des conditions trés restrictives imposées a f(x); M. Jacob suppose que
f(x) est & variation bornée dans (—, 4+ ) et qu’elle vérifie en outre la
condition d’existence des deux intégrales suivantes:

(5) f - df(") <G et f ’/2|df(“)'

Au §2 nous démontrons que le résultat (4) subsiste sous des conditions
beaucoup plus larges, 4 savoir:

(I) f(x) est sommable (L) dans tout intervalle fini,

(II) le produit |x~1f(x)|e~/? est intégrable  Vinfini, c’est & dire les

intégrales
e, du © du
J_ sl e [Tetmll

—00

existent, et

* Giornale dell'Istituto Italiano degli Attuari, vol. 2 (1931), pp. 100-106, 356-368.



12 ERVAND KOGBETLIANTZ [July

(III) lintégrale définie
‘ dt
(6) | f(xo +8) — f(x0 + 0sgni)| —It—I<G,
—
ol € est aussi petit qu’on veut, mais fixe, existe.

La condition (6) relative a ’allure de f(x) au voisinage immédiat du point
x=1x, peut étre omise si au lieu des sommes partielles f.(x,) de la série (3)
on considére leurs moyennes arithmétiques f.{#(xo) d’ordre positif , définies
pour tout 6> —1 ainsi:

n nin—1)---(n—m+1)

()] _

) Sm(20).

On a en effet, le théoréme suivant:

TrforEME 1. S5 |f(x)| er e"/2|u=2-1f(u)| sont intégrables dans les in-
tervalles |x| <a, et ay<|u| < respectivement, les nombres positifs a1, as
élant aussi grands qu’on veut mais fixes, on a pour tout >0,

(%)

In (20) r@¢+1)
m =
n=w nl/? 3
S (5 * 7)

et ce résultat subsiste aussi pour §=0 pourvu que f(x) vérifie au voisinage du
point x ==, la condition (6), c’est d dire pourvu que Vexpression |u={f(xo+u)
—f(xo+0 sgn u) }| soit intégrable dans Vintervalle (—e¢, €), € étant aussi petit
qu’on veut, mais fixe.

7 D(x0)

On constate ainsi que, quant a 1’allure de f(x) 4 Vinfini, la condition qui
assure la possibilité de déduire la valeur D(x,) de son saut au point de dis-
continuité x=wx, & partir de sa série d’Hermite dérivée terme i terme est
exactement la méme que celle qui concerne la sommabilité (C, 5) de la série
d’Hermite (1) de f(x).* Cette condition

[ Cenla | )] a2 <,

®) -
f == | f(x) | dx < G

devient pour =0

* E. Kogbetliantz, Annales de ’Ecole Normale Supérieure, (3), vol. 49 (1932), p. 141.
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o, dx o, dx
f e="2| f(x) | — <G, f "] f(x)| — <G.
a X

— | 2|

En la comparant a la condition correspondante (5) de M. Jacob on con-
state que la classe de fonctions f(x) auxquelles est applicable le résultat (4)
est élargie considérablement.

La condition (6) est vérifiée si f(x) par exemple est & variation bornée
dans lintervalle |x—w,| <e. Elle ne concerne que le voisinage immédiat
du point x =2, et est vérifiée en particulier, si ’on a pour #—0

1 \—@+m
f(xo + #) — f(xo + 0sgnu) =0 I:(logm) :I
quelque petit que soit le nombre positif fixe 5. On peut la remplacer (voir §2)
par une autre. Posons 3 cet effet pour || <e
¥(®) = t[f(x0 + 1) — f(x0 + 0 sgn 1)]
et soit

t
v = [ xoa.
0
Le résultat (4) subsiste si 'on remplace la condition (8) par la suivante:
h
9) f | x(@) | dt = O(h) pour & — 0.
0 . .

Considérons maintenant la série de Laguerre (2). Dérivée terme a terme
elle devient

- T'(n+ 2) (a+1) ® 4 a_(a)
(10) - ,é an (x)fo e u Lo i(u)f(u)du

car dL{®(x) = — L} (x)dx. D’autre part on a
ne_uuaL,(,a)(u)du =d { e_uuGHL,(:Il)(u) } ,
ce qui permet d’écrire, en supposant 'existence de la dérivée f'(x),
A
— f UL (u)fdu = — | ¢ "u" LI (f ) |
4 —u a+l_(a+l) |
+f e u L, (u)f(w)du.

Dans les hypothéses f(x) =0(ew), f' (u') =0(e™) pour u— avec ¢<1 et
utf(u) =o0(1) pour #—0 on en déduit
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—-n f e-uuaL,(.a)(u)f(u)du = f e-"uaHL,(,a_tl)(u)f’(u)du,
0 0

ce qui prouve que (10) n’est autre chose que le développement formel de
f'(x) suivant les polynomes de Laguerre L*tV(x).

Ceci dit, soit f.{®)(xo) la moyenne arithmétique de sommes partielles de
la série (10) considérée au point x=x, oll f(x) admet un saut fini D(x,). On
a pour x>0 le résultat analogue & celui obtenu pour la série d’Hermite:

TrtorkME II. S7 x(a+s)/z—1/4| fx) I’ | f(x)| et e—z/2xa/2—5-—3l4l f(x)l sont in-
tégrables dans les intervalles (0, ¢), (e, a) et (a, ©) respectivement, les nombres
positifs e et a=1 étant aussi petits qu’on veut mais, fixes, on @ pour tout >0

fo(m) __ T@+1) D)

m ’
n=w nll? : 3 .1\’30”2
2w (545

et ce résultat subsiste aussi pour 6 =0, pourvu qu’au voisinage du point x=x,
f(x) vérifie les conditions (6) ou (9).

En étudiant pour r—1 P’allure des intégrales

(1) Patr, ) =~ [ +°° e""f(u){ > M,»}du,

— n=0 2rplrll/2

(11)

® -t a hid F 2 n a+1 a
(13) Pi(r, x) = — f e uf(u){ > ﬁ% L ’(x)Li&(u)}dm

obtenues en appliquant aux séries (3) et (10) la méthode de sommation
d’Abel-Poisson et en intervertissant les signes [ et ., on constate que le
saut D(x) est lié aux limites des produits

Py(r, x)(1 — r)V2 et Pr(r, x)(1 — r)1/2

par les relations suivantes:

(14) D(x) = (2r)Y2 lim { Pu(r, x)(1 — r)42},
. r=1
(15) D(x0) = 2(wxo)/2 lim { Py(r, 2)(1 — r)1/2}.
r=1

Ces formules si simples sont valables sous ’'unique hypothése de 'intégra-
bilité du produit e~+*|f(x)| dans (— e, 4 ) pour (14) et de celui e=*|f(%)|
dans (0, «) pour la formule (15), cette derniére exigeant aussi 'intégrabilité
du produit u|f(x)| dans (0, €). On constate ainsi qu’au point de vue de
Pallure & l'infini la classe des fonctions auxquelles sont applicables les ré-
sultats (14) et (15) est beaucoup plus vaste que celle des fonctions dont
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Pallure 4 l'infini assure la validité des formules (7) et (11). Néanmoins au
point de vue de la détermination effective du nombre D(x,) la simplicité des
formules (14) et (15) n’est qu’apparente. En réalité, étant donné un dé-
veloppement d’Hermite (1) ou un développement de Laguerre (2) dont on
se propose d’extraire, en le dérivant d’abord terme & terme, la valeur du
saut D(xo) de la fonction développée en un point déterminé x=wxo, on ne
peut tenir compte dans les calculs a réaliser avec » <1 que d’un nombre fini
de termes des séries (12) et (13) supposées convergentes et dont les sommes
sont désignées par Pg(r, xo) et Pr(r, 25). Ce nombre de termes que l’on doit
calculer pour connaitre une valeur approchée de Pz ou de P, avec une
précision donnée d’avance en fonction de 7 croit extrémement vite quand 7
tend vers l'unité. Or, D(x,) n’est représenté (aux facteurs numériques prés)
que par la limite du produit P(r, x,) (1 —7)V2 pour r—1. C’est 4 dire en réalité
on a représenté dans (14) et (15) le nombre D(x,) par deux passages 3 la
limite superposés

1'1:(: {(1 - r)”2['}i=n: Sa(r, xo)]}

ol S,(r, xo) désigne la niéme somme partielle de la série (12) ou (13). Ceci
explique les énormes difficultés de calcul que 1’on rencontre dés que l'on
essaye de calculer la valeur numérique du saut D(x,) & 'aide des formules
élégantes (14) et (15), difficultés que l'on peut qualifier sans exagération
d’insurmontables.

En outre, la liberté beaucoup plus grande que laissent les conditions suf-
fisantes de (14) et (15) & ’allure de la fonction développée 4 l'infini s’explique
par le fait que les résultats (14) et (15) concernent les intégrales de Poisson
formées dans les systémes orthogonaux d’Hermite et de Laguerre et dérivées
par rapport & z. Si 'on veut parler de la sommation d’Abel-Poisson des
séries (3) et (10) elles-mémes on doit tenir compte des résultats obtenus par
E. Hille* d’apreés lesquels les séries obtenues en intervertissant les signes [ et
> dans les seconds membres de (12) et (13) ne convergent que si I’allure de
f(x) & linfini assure lintégrabilité i l'infini des produits e~*'|f(u)| et
e*| f(u) | respectivement pour toute valeur de % supérieure 3 un demi, £ >1

Notre méthode nous a permis en outre de donner au §1 la démonstration
d’un résultat énoncé sans démonstration par E. Hille et qui concerne la
sommabilité du développement de Laguerre (2) en un point x>0 par le
procédé d’Abel-Poisson.

* E. Hille, Proceedings of the National Academy of Sciences, vol. 12 (1926), pp. 261-269,

Annals of Mathematics, (2), vol. 27 (1926), pp. 427-464, et Mathematische Zeitschrift, vol. 32 (1930),
pp. 422-425.
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Ce résultat s’énonce ainsi: en tout point x, ol existent les deux nombres
f(x£0),lintégrale dePoisson relative 4 la série (2) tend pour r—1 vers ’expres-
sion % [f(x+4-0) +f(x—0) ], pourvu que les produits =| f(x)| et e=*|f(x)| soient
intégrables dans les intervalles (0, €) et (e, ©).

Tous ces résultats (7), (11), (14), et (15) ont été publiés dans une Note*
insérée aux Comptes Rendus de ’Académie des Sciences de Paris.

1. METHODE DE PoOI1ssoN

En dérivant par rapport a x les fonctions génératrices des séries noyaux
des développements (1) et (2)

3 Eﬂ(—x—)H"(i) rm = 7712(1 — y2)~U2exp [— (a2 — 2xur + u¥?)/(1 — r?)],

0 2”%!1!‘1/2
o T'(n+1) (@) () n
% Totarn OO
o fea ™ exp [— (x + w)r/(1 — r)]I«(Z(uxr)m),
1 -7 1—r

on trouve celles des séries-noyaux de (12) et de (13), & savoir:

H,(x)H p11(n) "

27plrli2
(16)
_exp [—d2/(1 —9) 4+ s2r/(1 + r)]{u - x+ u+ x}
- wl2(1 — p2)1/2 1—7r 147

ol 'on a posé (x—u)2=2d? et (x+u)2=2s? ainsi que

© T(n+ 2)LE (%) LG (w)
rﬂ

; (7 + a + 2)
_ e [= (5 + /(1 = N ]{Lan()u!? — L(r)(2r)1?}
- ul2(xr) @DI2(] — 4)?

a7

en posant 7=2(uxr)"2/(1—r). La fonction de Bessel I,(r) désigne comme
toujours celle

i~aJ o (ir) = I.(r).
Gréce aux relations (16) et (17) on trouve les expressions suivantes:

* E. Kogbetliantz, Comptes Rendus, vol. 196 (1933), pp. 464—466.
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__r
(x(1 + )2

@ ur? — 2uxr + x%r? U — xr
x [ e[ - - Jo) = g,

1 —1 1—1r

(1 — nN¥2Py(r, x) =
(18)

(1 - r)l/zPL(f, x) = (rx)"(a+l)/2(1 — r)_.g/g
19 o
(19) Xj; exp [— u — (u+ x)r/(1 — r)]f(u){[a+l(f)ul/2 — L(s)(ar)V2} du.

Posons pour étudier la limite du second membre de (18) quand r tend
vers 'unité
2 u — xr
& (u) = T exp [— (ur® — 2xur + a%?)/(1 — r%)].
En dérivant par rapport a «, on trouve
(1 — )2 exp [(w¥r? — 2aur + 222 /(1 — ) ]$/ ()(x(1 + 1))}/
= — 2{2r%2 — 2ra(1 + r2)u + r2(222 + 1) — 1}.

Les deux racines de I’équation ¢, (#) =0 sont évidemment
w14 72 £ (1 — )22 4 x2(1 — )12
)
2r

(n1 < ug) Uy,3 =

et 'on a 0 <u, <xr <u,, car

1 — r2)12
B e
2r

{[2 4 22(1 — r2)]¥2 + x(1 — 212},
On constate que ¢, (») est négative dans les intervalles (— o, %;) et

(42, +0).
Les extrema de ¢,(x) tendent vers I'infini quand 7 tend vers 'unité. Plus
précisément on a pour r—1

exp [x2 — 1/2]
(#1,2) = £ ———— + 0(1
&r(1,2) 21 = e + 0(1)
tandis que pour ¢ fixe et positif, on peut écrire
exp [~ /A -+ @] {exp [— e/ - r*)]}

1—1r? 1 -7

o(xr €)=t e

Par conséquent, vu que ¢, (#) <0 pour % <w; et u>u, et que ¢.(»)Z 0
suivant que % % xr, on trouve
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exp [— /(1 — r2)]}

1—1

| 6ow) | S | duar £ &) =o{

uniformément en % pourvu que 'on ait | —xr| Ze.

On peut maintenant conclure. Supposons que l’allure & l'infini de la
fonction f(x), intégrable (L) dans tout intervalle fini, vérifie la condition
d’intégrabilité du produit e~=*|f(x)| dans I’intervalle (—o, +). Soit,
par conséquent,

(20) f °°e—z’l f(®) | dz <G.

En décomposant l'intervalle d’intégration (— 0, 4+ ) en trois: # <xr—e,
|u—xr| <e et u=xr+e, on trouve

(1 — rV2Pg(r x) = f“e""f(u)cp,(u)du = 4 + i3 + i3,

—00

ou, pour r—1,

[l [ o001 2w
—0o {exp [—e/a—m] =

1 — »2 ®

Ge'“’lf(u) | du} = o(1).

et de méme 53 =0(1).
Quant a P’intégrale

a= [ :3;»(«‘)«3-"f(u)du= 1] ,,_+ f:

transformons la par les substitutions % =xr+#/2(1 —7?)!/2 qui donnent
etdt

or(u)e*'du = m ’

en

SaEEr T U A

14 0(1) (era—rh
- (2r)12

Or, pour r—1 et e<eo(n), on a quelque petite que soit la quantité fixe n
donnée d’avance,

et [f(wr 4+ 112(1 — £2)12) — f(xr — 1121 — r?)1/2) |ds.
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| far 4 812(1 = 12)112) = flar — £12(1 = r)12) = D(2) | < n(2m)1
ol 'on a posé comme toujours
D(x) = f(z + 0) — f(z — 0),

Pexistence des deux nombres f(x+0) au point x étant assurée par hypothése.
On a donc pour r—1
D(x)
(2m)12

i (1—exp[- e/ =] <,

ce qui achéve la preuve de la formule

lim [(27(1 — 7)Y2Pa(r, x)] = D(x)
r=1

valable sous ’unique hypothése (20) de l’intégrabilité du produit e==|f(x)|
dans lintervalle infini (— o, + ).

Le méme raisonnement s’applique au second membre de (19). On peut
Pécrire ainsi:

(1 — 2P y(r, x) = f”\lf,(u)e‘“f(u)du,
0

en posant pour abréger
() = (1 — r)*=3122xr) " (u)
et
¥e(w) = exp [— (x + w)r/(1 — N][(1 — Nro+ap(r) — 20rr2l(7) |
ol comme toujours 7=2(xur)'2/(1—r).

Etudions la fonction ¥,(x) pour x fixe et positif et #21—7. Grice au fait
que '

4 [#2I.(x)] = x2l0s(x)
dx

on trouve facilement que la dérivée ¥, (%) est le produit d’une fonction, qui
reste positive et ne s’annule pas pour #>1—r et <1, par I’expression sui-
vante:

1+

,'1/2

0.(8) = — ulups(r) + —— Lo(r)(xt) V2 — &las(r).

En annulant ¢/ (»), on trouve ’équation ¢,(») =0, dont les racines se
laissent exprimer par des formules approchées étant donné que pour u=1—7r
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et »—1 la variable 7 tend vers linfini et que l'on peut, par conséquent,
utiliser les expressions approchées bien connues

e fmi Tt k+d @) _
@) 1.0 =t S e R EE o o)

Calculs faits, on constate que dans lintervalle (1—7, ») 1’équation
¥/ () =0 n’a que deux racines réelles u; et u, situées de part et d’autre du
nombre positif x: 1 —7 <#; <x <#,. Plus précisément, on a

1/2 1/2 1_ 12 a — - 3
u1{2=x/{1¢( zr) +( 1;(1 r)+0[(1—f)/2]},

ce qui permet d’écrire
ue = x[1 F 201 — M2+ 001 —1n)].
Dans lintervalle u;, <u <u, la dérivée ¢,/ (u) est positive et elle reste

négative quand # varie dans les intervalles (1 —7, %) et (us, ).
Vu que I’expression approchée de y,(«) est égale &

(4rux)251 4 exp [2(uxr)V/2/(1 4 r112) — (ul/2 — x1/2)%/(1 — 7)]
TU2(ru) (1 — r)e—t
| ull2 — 1/2
x (S oltwtt — e

on calcule aisément les extrema ¥(u,) et ¥(u;) de la fonction ¥(x) dans
Pintervalle (e, ®):

¥r(u) =

$ ez—l/?
V1,0 = V(#y,3) = ——— + 0(1 r—1).
1= Wna) = S+ O (r—1)

On constate que ces extrema tendent vers — o et + o quand 7 tend vers

l'unité. En outre, il est facile de vérifier 4 1’aide de (21) que ¥.(») <0 pour

1 —7r<wu<wu,. Par conséquent, étant donné que Dl’expression approchée de
¥ (u) 4 savoir '

ul2" 14 exp [(ux)l/2 — (w2 — 21122 /(1 — 1)]

{u”z — xl/2
2xa/2+31471/2(1 — 7)

+o[a - r)u”z]}

entraine pour #'/2= (14 8)x'/?, ol § est positive, fixe et aussi petite qu’on
veut, celle:

(22) Y, (u) =

5(1 £ §)=t1/2 exp |— rxd2/(1 — r
\I/[x(l + 5)2] =+ (—)_ ez (1£d) p [ /( )] {
‘ 271/2 1—7r

14001 -n},

on voit que les résultats acquis permettent d’écrire
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(23) ¥,(u)= O{exp[— x82/(1— r)]/(1 — N} (wz1—r,|ul2— g2 = 5x1/2)

et cela uniformément en » dans les intervalles e<u <x(1—46)% et x(1+3)?
<u<o, ol € et & sont deux quantités positives aussi petites qu'on veut,
choisies d’avance.

Nous pouvons conclure ainsi:

(1 — n)V2P(r, x)

f. w‘I',(u)e‘“ ‘f(u)du

e z(1-8)2 z(145)2 w 4
= [T+ [T+ + [ =%
] 3 z(1-9)2 z(1498)2 k=1

ol d’aprés (23) on a, quelque petit que soit e,

lim j» = lim j, = 0
r=1 r=1
pourvu que l’allure de f(x) & Vinfini assure I’existence de l'intégrale définie
suivante:

(24) f e | f(u) | du.

Considérons maintenant l’intégrale j, étendue a 'intervalle (0, €). Nous
allons prouver que ’on a de méme lim,.; , =0, si I’on suppose que le produit
u*|f(u)| est intégrable A l'origine. Soit, en effet,

(25) f;ualf(u) | du < G.

11 est facile de prouver que la fonction ¥, (%) tend vers zéro (quand r—1)
plus vite qu’une puissance quelconque de 1—7. On a montré ailleurs* que
P’on a, quelque soit >0,

(¢2] —(a/2+1/4) (1+7)/2
on =0{u n }

’

o7 désignant la wiéme sigma-somme d’ordre v de la série-noyau du
développement (10):
™ * Tr—m+v+1) Tm+2) i, @

On = — meo T(n—m + 1)T(y + 1) P(m Fat2) Lo " (2)Lmyr(n).

Supposons que I’on limite les valeurs de # par I'inégalité nu = 1. Dans ces
conditions on aura pour a< —3

* Voir E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, sous presse, §5, (BL).
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(1+7)/2
n )

o = O (@< —in1Su<e

tandis que pour a2 —1%,

d,(‘-n _ O(n(”")/m“) @z —3).
Posons

’ T =

14y v+a 3]
2 4

p = max [
On a par conséquent, pour nu =1,
1
o = 00 (u > _)

et cela quelque soit o> —1.
Pour nu <1 nous allons utiliser la relation*

@2m+a+v+3) (2m+a+v+2)

(€] _'f (xu)m{uLn—m-l (z + u) _ Lnm-1 (= + u)}
On 0 m! I‘(m + o + 2) P(m + o + 1)

ainsi que l'inégalitét
L,(,“) (x) =0 [ez/2nu/2—1/4x—a/2—1/4 ] .
Par conséquent, on a ’évaluation suivante, le second terme entre les

parenthéses étant en valeur absolue supérieur au premier terme grice 3
Phypothése nu<1:

o { n—1 (xu)m (n — m)m+(¢+‘7)l2+8/4 }

on =04 >

e m! (x4 u)mtetN2H 4Dy + o 4 1)
x m
0 ”n (aty)/2+3/4 1 [ (x + u)
B {(x+u) (x+ w)12 ¢ mIll(m + a + 1)}

= O(nletni2+3le)

car x+#=x>0. Par conséquent, quelque soient «>—1et #=0on a

™ oow [Tr+e+1)7] w
o _O(n)—o[n!I‘(u+l):|_O[A" ]

d’od, en désignant le terme général de la série-noyau du développement (10)
par w,’et vu que

* Voir E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, loc. cit., §5, (F).
t E. Kogbetliantz, Annales de ’Ecole Normale Supérieure, (3), vol. 49 (1932), p. 149, (27).
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0

O(x, u; r) = i War = a- r)w1 i orf,”r":
| &(x, w5 7) | = O {(1 > Ai“’r"} — ol —n"".

y—1 y—a«a 3]
— u = min —-——|>N
You [ 2 0 T2 4

Or,

car quelque grand que soit le nombre N, on peut toujours choisir y supeneur
au plus grand des deux nombres 2N +1 et 2N +a+3/2.
Etant donné que 'on a

Patr, @) = [ e, 5 nfu)dn,
0
on trouve immédiatement le résultat cherché relatif a I'intégrale 7;:

[l <@ - r)lﬂf‘e‘“u"l &(u, x; r)l]f(u)| du

= O{ a - r)N"'”’L‘u"lf(u)I du} = 0(1) (r—1)

sous ’hypothése de V’existence de l'intégrale (25).
Il ne nous reste qu’a prouver que la limite de j; existe et donne le saut
D(x) =f(x+0) —f(x—0) de la fonction f(x). Il est évident que la différence

¢(u) = f(u) — f(x + osgn (u — ) (¥% %)

tend vers zéro quand #—x. Ensuite 'orthogonalité des polynomes de Laguerre
entraine la relation

® _u a hd I‘('n + 2)' (a+1) f —u a_(a)
®(u, x;r)du = — L&\ (wydu = 0
j;e u ®(u, x;r)du ;I‘(n+a+2) (x) % Lopr(w)du

et 'on a par conséquent
j;w\I/,(u)e‘“du =(1-— r)””fowe‘“u“@(u, x;r)du = 0,
ce qui permet de poser
f °°e"‘\I',(u)du = NM(x) = — fo ze"“\If,(u)du

=—-(1- r)””f eup(u, x; r)du.
0
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11 nous faut maintenant calculer la fonction \.(x). On a

—z a+1_(a+l)

(n + 1)! f ¢ W LS (wydu = nle "B L (%)
0

car a> —1. Par conséquent:

1/2 ®eu a hd (n + 1)! (a+1) (a) n}
. =—-(1- - L, L, d:
M) == =" [ o S rorai g B i
- = i nlr® {L("H)(x)}’
o Tn+a+2) "

e cxatlg—2zr/(1—r) <2xrl/2
- (1 — r)12(grtiz)ett “\1 — ,)'
La formule (21) donne & ce résultat la forme définitive suivante:

M) = exp [— (1 —2(;1;;)12/(1 + r1/%)] 40— nl,

d’ou

lim A\ (x) = .
r=1 2(wax)r/2

Ceci posé, nous avons

z(148)2

= n@D@ = [ e

z(1-38)2

— f(z= + 0) fwe—“\lf,(u)du — flx — O)Ite‘“\ll,(u)du
z 0

= f T e o (u)¥,(w)du — f(x + 0) ) eV, (u)du

(1-8)2 z(148)2
z(1—-8)? 3
— f(x — 0)f e, (u)du = Y i.
0 k=1

Vu que la fonction f(»)=1 vérifie les conditions (24) et (25), nous avons
immédiatement
limi; =limé3 =0
r=1 r=1

donc

.y o f. D@\ ..
i s = IP) = i {3 = 7 S =t

ol
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z(148)2
= f e dp(u)¥,(u)du

(1-8)2

avec ¢(u) =f(u) —f[x+o0sgn (u —x) | -0 pour u—=x. Par conséquent,en choisis-
sant & suffisamment petit on peut rendre la borne supérieure de |$(x)| dans
Vintervalle [x(1—8)2, x(1+43)2] aussi petite qu’on veut et cela prouve que
I'intégrale 7; est aussi petite qu’on veut en valeur absolue si ’on a

z(148)2
f | () | du = 0Q1).

(1-8)2

Or, la formule approchée (22) prouve que pour x fixe et # compris dans
lintervalle [x(1—8)2, (1+8)?],ona

w) = 0 {emp [= (2 = wryy/t = )] 1+ '—"—Il—j—f—l]}

ce qui permet de conclure ainsi: posons ¢=u!/2—x2; alors

z(1+8)? sz1/2 ¢
f, | ¥,(u)| du = o{ fo exp [— #2/(1 — r)](l +1—:—-;>dt}=0(1).

(1-8)2

On a démontré ainsi que

et par conséquent

lim {(1 — NY2PL(u, x;7)} = lim j; = ﬂ
r=1 y ¥y . Z(Wx)lm

Il est intéressant d’observer que la méme méthode nous fournit une
preuve facile du résultat énoncé par Einar Hille,* relatif 4 la sommabilité

* E. Hille, Proceedings of the National Academy of Sciences, vol. 12 (1926), pp. 261, 265, 348.
S. Wigert, Arkiv f6r Matematik, vol. 15 (1921), No. 25, a donnée une démonstration pour le cas =0
en supposant que f(x) soit continue et satisfasse & une condition semblable & (24) avec e~ remplacée
par e pour tout ¢>$%. Rille remarque que le procédé de Wigert s’étend au cas général et il donne
les formules nécessaires pour cette extension. Le noyau F,(u#, x) se trouve aussi dans une note de
G. H. Hardy, Journal of the London Mathematical Society, vol. 7 (1932), pp. 138, 192.

Il faut encore remarquer qu’il s’agit d’une généralisation du procédé d’Abel-Poisson dans (26).
En effet, Phypothése (24) n’assure ’analyticité de I'intégrale de Poisson que dans le cercle I r—§| <3.
Il s’ensuit que la série d’Abel-Laguerre, obtenue en appliquant 3 la série (2) la méthode de sommation
d’Abel-Poisson, ne peut étre convergente pour aucune valeur de 7>£0. Quand on remplace dans (24)
e¥ par e~ P’analyticité est assurée dans I r—141/ (2a)| <1/(2a), et, si a<1, la somme de la série est
donnée par I’intégrale de Poisson pour |r] <min (1, 1/a—1). C’est donc seulement pour ¢<4% qu’on
peut parler de la sommabilité Abel-Poisson au sens ordinaire. Pour la situation correspondante dans
la théorie de la série d’Hermite voir les travaux de Hille dans Annals of Mathematics, (2), vol. 27
(1926), p. 427, et Mathematische Zeitschrift, vol. 32 (1930), p. 422.
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du développement de Laguerre (2) en un point x>0 par le procédé d’Abel-
Poisson et dont la démonstration, semble-t-il, n’a pas été publiée par I’auteur.
Il s’agit de prouver que ’'on a

L

(26) lim | e F,(u, 2)f(w)du = §[f(x + 0) + f(x — 0)]

r=1 0

ou

F.(u, x)
1—7

witexp [~ (¢ +wr/(L -], ( 2(W)m>
(1 — 7)(xr)e!2 “
(1 — r)“ exp [— (¢ + w)r/(1 — 7)]

1—7

el (7).

2xr

Or, on trouve pour la dérivée de F,(u, x) par rapport & » l’expression
suivante:

F.(u, x)

{Las(r) 212 — Lo(7)(ru)1/2} (%)1/2

:i; f(u’ x) =

d’ol pour % =e la conclusion suivante: dans I'intervalle infini (¢, «) la fonc-
tion F,(u, x) est positive et ne posséde qu’un seul maximum, dont I’abscisse
estu=uo=x+Q2x+2a—1)(1—r)4+0[(1—7)2].
Ce maximum F,(u,, x) tend vers +  quand 7 tend vers ’unité, maison a
exp [— xr82/(1 — r)]}
(x(1 — )12 ’

F.[x(1 £ 8)2 z] = 0{

d’otl immédiatement

i z(1—8) ~F.(u, 2)f(u)du = lim ® evF,(u, x)f(u)du =0

r=1 e r=1 z(148)2

sous 'unique hypothése (24). De méme I’hypothése (25) assure

lim e F(u, x)f(u)du = 0,

r=1 0
car pour 0=<#=<e on a 4~*F,(u, x)e*=0[(1—7)¥], le nombre fixe N étant
aussi grand qu’on veut. Enfin, quant i l'intégrale

z(1+8)

f e F.(u, x)f(u)du,
z(1-5)2

la formule approchée

us/14 exp [— (wl/2 — x1/2)2/(1 — ')]{1 +0(1 - ')}

2(xr)2 /214 (1 — 7))L/ ull?

e Fr(u, x) =



1935] LE SAUT D’UNE FONCTION 27

prouve que intégrale du produit e—*| F.(u, )| est bornée:

z(1+8)2
f e I F.(u, x) | du
z

(1-8)2

1+ ,,f 2(1+5)? du
= e — (ul/2 — g12)2/(1 — 7
2wt g P [ ( )2/(1 =] o

2(1 + 1,) 3(z/(1—r))N/2

rl/2

et'dt = 0(1) (r—1)

0
ce qui achéve la preuve de (26).
2. SoMMmATION (C, §) DE LA SERIE (3)

Pour démontrer la relation

fols) __ TE+D

n=w nll? 3
(21r)”2I'<6 + —2—)

ol f{%(xo) désigne la niéme moyenne arithmétique d’ordre 6 de la série di-
vergente

Q)

D(x),

© H, °
3) -2 = € Hupr(w)f(u)du,

n=0 2”" !7"1I2

observons que l’on a

(27 W) = [ s, zan,
S8 (u, x) désignant la moyenne arithmétique d’ordre & de la série-noyau de
(3), c’est a dire de la série

hd n(x)Hn+1(u) ~

(28) - Zo) p— 0 (u % ).

Cette moyenne S, » (u, x) vérifie* les deux inégalités suivantes:
e(z’+u’)/2”(1—8)/2}

I“_ x|s+1

(29) s,‘,"(u,x)=o{ O=u<®;620;|5|=a),

® et l2pli2 :
(30) Sn (%, %) =037 (|u] 2 ent?;6 20, | x| < a),
|u|26+1

* Voir E. Kogbetliantz, Annales de '’Ecole Normale Supérieure, (3), vol. 49 (1932), p. 172, (62),
p. 173, (65).
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ainsi que celle:

(31) S,(.a)(u x) = O(nel+uhi2)

valable quels que soient % et x et dont la preuve qui suit est basée sur l’m-
égalité

H,(x) =0 [n-—ll4ez’/2(2un!)1/2] .

En effet, en posant

wdPTGE+1) =T +o+1)

on a

—1 2 ¢y Ha(2)Hmp(w)

Z An—m

*)
Sn (u, x) =
A® 5 2mm gtz
n

n

& (224u2)/2 (%) (32.;.“2)/2
=O[n ) 34 n_m] ).

0

Ceci posé, soit d’abord §>0, le cas §=0 étant écarté pour le moment.
On peut écrire d’apreés (27)

f” (x) _ i © _ 1 —A z—e
iz ginJ_ g2 nuz
(32) e
1 1 1
+;ﬁ o—e +;1/—2 ote +n”2 ZJ’“

la fonction sous les signes somme étant

¢Sy (uy D)f(Wadu.
Les inégalités (29) et (30) entrainent:

|-’1‘ = if""“” +—1- - —ﬂS(a)(u x)f(u)du

1z nti2J _ an

=o[ L e g | 7 |,,+1]
+o[f_::n ‘“”2|f(u)|T,,|_|‘g:;]

—of [ el P |2,+l]<n

quelque petite que soit la quantité positive n choisie d’avance, pourvu que
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le produit e=+"/2|f(u)||u|—2+V soit intégrable a linfini, le nombre fixe 4
étant suffisamment grand: 4 =A4o=A4(n). On trouve également |Js| <7,
ces deux résultats relatifs 4 J; et Js étant rendus possibles par I’hypothése
de Dexistence des deux intégrales définies que voici:

@ ARl wr |2,+1 <o, [l g <

Ensuite I'inégalité (29) nous donne

" SO (uy ) || f(0) | du

- O{ wlnmf | /)| du} = 06,

la fonction f(u) étant par hypothése sommable (L) dans tout intervalle fini.
De méme pour J, et par conséquent on a, si §>0,

lln’l]2= 1i]11J4=0.

n=oc 7n=0

Ihl_i

On constate ainsi que pour §>0 la différence

(3)
fo (&) L[ O o )

nli2 nil2

z—€

peut étre rendue aussi petite qu’on veut en valeur absolue en choisissant
d’abord A4 ensuite # suffisamment grands, ce qui veut dire que ’on a pour
tout 6>0
®
w (% 1 z+e
tim 2 _ fim 7, = lim — ¢Sy (u, x)f(w)du.

n=w nl/ n=o n=w nl/2 z—e

Posons, pour »=x, ¢(u) =0, et pour u=x,
é(u) = f(u) — f(x + o sgn (u — x))

et soit 6(e) la borne supérieure de |¢(#)| dans l'intervalle (x—¢, x+¢). On a

évidemment
lim 6(¢) = 0.
€=0

On peut écrire

1ot 0) [ -
Jom— [T SO, pewan + 15T (xn:; ) f S (u, %)du

nl/2

" finm_ f_,, s (u, x)du — T



30 ERVAND KOGBETLIANTZ [July

ol
0 - 0 e -u
re=LEED L7 0 i L )f 52 (w, ).
nl/2 2he nt/
L’inégalité (29) nous donne pour §>0
0
Je =0{ |f(x+ )If
n6/2 zhe (u — x)6+1
L =0 fﬂ
812 (x - u)""‘

C’est & dire Js=0(n%/?), ce qui prouve que l'on a

lim J¢ = 0.
Ensuite "“
# :}(u)e Sa” (u, ®)du ’ (,) 15‘”(u, %) | du.
Soit |
in = %2 lSm(u x) | du
z—n-m 2403 1 z+e 3.
,,mf T T =T

On peut appliquer aux intégrales 7, et 7,3 I'inégalité (29) tandis que Z.. exige
Papplication de I'inégalité (31):

z+n~1/3
ing = o[nuz f du] = 0(1),
2—n-1/8

et de méme 7., =0(1), 2,3=0(1), car par exemple

1 ®  du
a1 = —— O[n(l—”)/zf — | =0Q1).
n 1/2 n-l2 u5+l

Par conséquent, on a établi que z,=0(1), d’oi
1 zte
i) T ewsw, wiu = lit(0] = 0l@] S 1
pourvu que e soit assez petit: e < eo=¢o(9).
Observons encore que grice i I'orthogonalité des polynomes d’Hermite
on obtient
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A,._,,.H,,. x
A2 [ 7559 = — 3 LemnHnl®) (=) e H o w)du = 0,
— 0 2™ lr1/2 —0

ce qui permet de poser pour § =0

gn (@) = f Vs (uy w)du = — f TSy (uy %)du.

—o0
Les remarques faites conduisent & la conclusion suivante:

)

lim Is = [f(z + 0) — f(z — 0)] im 2.

n=o n=w nli2

Pour calculer la limite figurant au second membre il suffit d’utiliser la
définition méme du polynome d’Hermite:

0 . dme—-u2 ) .
- f e Hp1(u)du = — = ¢ = Hn(x),
z dz™ |,
et par conséquent
2 2 o O)
(a)( ) = e iA(a) Hon(x) _ € 0oa (%, x)
TS G s T 4@

ol 0% (u, x) désigne la niéme sigma-somme d’ordre & de la série-noyau de
développement (1). Or, on a
2 Hp(x)Hpn(u) exp[— (u22? — 2uxz + x%?)/(1 — 22)]

U — zm P

2

o 2mmlzur 7i3(1 — g1

d’on
o P [2225/(1 + 2)]

T (1 = g)Hi(1 4 g)1e
Vu que Pallure du second membre pour z—1 est celle de la fonction
(2m)1/2(1 —2)—3-3/2%¢=" tandis que pour z——1 cette allure est celle de la
fonction 7—1/22-8-3/2(14-2)~1/2 exp [2%%z/(1+42)] on peut obtenir \’expression
approchée de ¢,® (x, x) en développant suivant les puissances de z la fonction
auxiliaire:

,,.1/22 ‘,” (x,

A=y {6(1) = (1 — 2)¢' (1) + - - - }

exp [2x22/(1 + 2)] {
(1 + )12

V=D + A+ (=D +--},
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ol l’on a posé
(z)7t/2 = exp [24°/(1 + 2)] )
1+ 2)12

¢(Z)1I'1/2 = m'

On trouve ainsi la formule approchée, valable pour §> —1

(8+1/2) (6 1/2)
TPe(1) — (1)

— 1/2{

#) (8
a,. (x, )Tl = ¢

405 @yt = ¢
+o ULV EEWE D+ )

L’erreur étant inférieure en valeur absolue au premier terme rejeté, on
en déduit pour § =0 et grice i 'inégalité vérifiée par le polynome de Laguerre

(3+1/2)

(3 Aa x? —3/4
In (=) A (2r )1/2{ + 0<—;>+0(" )}’

d’otl enfin
(&
» INC) 1
Jn (%) 6¢+1) 620,

m
n=w nll2 3
I‘(B + 7) (2m)12

et cela achéve la preuve de la relation (7) pour 6 >0.
!’m‘f Pour donner un exemple considérons la série d’Hermite de la fonction

bi (x) 1 sgn (x—a)* qui fait le saut D(a) =1, étant égale 3 +1 suivant que

x<a.
L gn(om o) = — L [ = 5 B
g w2 J, a2 5 2n+l(n+1)!

Dérivée terme i terme par rapport i x elle nous donne la série-noyau du
développement (1) et en désignant la somme partielle de cette série-noyau

par o{"(u, x), on obtient pour x =a l’expression
0 —a2 (0) —a Hn(a)
on (a,0) = ¢ Z
2mmlrt/z

fo (@) =e

La formule approchée pour e=*'¢®(x, x), que nous venons d’écrire

devient pour =0, x=a,
* E. Kogbetliantz, Annales de ’Ecole Normale Supérieure, vol. 49 (1932), p. 197, (81)
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(1/2) (-1/2) n. (-1/2)

A1) — 478 ) + -+ (= DLy @MW) + - -
d’ol, vu que e~*"¢(1) (2m)V2=1,
(1/2)

2 = G+ o) + o)

et par conséquent

f,(‘O)(a) 1 . A’(‘llz) 21/2
(35) 1m = m = —
n=w nll? (21r)1/2 n=w nl/? ™

Appliquons la relation (7) avec §=0. On trouve:

/i@  T()D(@) 2

lim
n=w nll2 3
r(3) @

et I'on voit en comparant la relation particuliére (35) & celle générale (36),
qu’on a déterminé bien exactement D(a) =1 dans le cas =0 pour la fonc-
tion

(36) D(a)

/(%) =} sgn (= — a).

Nous allons maintenant étudier le cas général, ot §=0. On a, en décom-
posant f{(x) d’aprés (32) en cinq intégrales I, k=1, 2, 3, 4, 5, le méme
résultat que pour >0 en ce qui concerne les intégrales I, et I; pourvu que
le produit |«|=le=*"2|f(u)| soit intégrable dans les intervalles a < |u| < .
De méme on va voir que I; et I, tendent vers zéro quand n— o aussi pour
0=0, si f(x) est sommable (L) dans tout intervalle fini. Seulement dans ce
cas, 6 =0, nous devons utiliser la formule approchée:

o e(&+ud) 121)2

37 SO(u, x) = — -—————{cos [( — x)(2m)22] + O(L)}

(v — x)w nlle,

valable pour toutes les valeurs finies de % et de «.
Cette formule est facile & déduire de I’expression approchée:

e(z’+u’)/2 na—3/4
gn(a, B) = Y {dh_m [47# cos (2dn'/? — (@ — })7) + O(n—1/2)]
—3/4
+ (=1 [4== cos (2sn/2 — (B — 1)w) + o(n—uz)]}
szﬂ—l/2

démontrée ailleurs* pour le coefficient g, =g.(e, 8) du développement

* E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, loc. cit., §3, (G).
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(a)

G () =(1—2) (1432 " exp [— d%/(1 — 2) + 55/ + 5)] =f: gt -
0

En effet, on a, en comparant la fonction génératrice de la suite S,¢ 9 (%, x)

(# — x3) exp [— d%/(1 — 2) + s2%/(1 + )]
(1 — 2)5/2(1 + g)3/21/2

ol 2V%d = |u—x|, 2¥2%s =u+=, 3 la fonction G5”(z), on trouve

© 2
> Sy (u, x) =
0

7 S, %) = (4 — 2)Gox () + (4 DG (3)

d’oi la formule (37), car

12 ,(0) o S 1 (3 3
T Sp (4,%) = (u x)g,.<4: 4)+(u-{-x)gn 7 1)

N

On a, en effet, grice 4 (37) et pour 6 =0,
1 A
1= — f ¢S5 (u, 2)f (u)du
wizJ .,

ez’/ 2 A

du
e 12f(1) cos [(u — x)(2m)1/2] ——
™ z+e U—x

+o[ f;I s )

lim I, = 0,

d’ol

vu que f(») est sommable (L) dans tout intervalle fini. On trouve de méme
lim I 9 = 0

”=00

et il ne nous reste qu’a étudier I, car

()

w (% ' 1 ot
im fn (®) = lim I3 = lim — e_“’S,(.o)(u, x)f(u)du.
n=co nllz Bn=0c =0 "1/2 z—e

En décomposant Iy d’aprés (34), occupons nous d’abord du premier

terme de cette décomposition, & savoir
1 zte
TI=— ¢(u)e~u’5:°)(u, x)du
nti2J .,

ot dans lintervalle |4 —x| <e on a pour e—0
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| ()| =] f(u) — f(x + 0 sgn (u — 2)) | < 6(e) 0.
L’inégalité (29) qui pour 8 =0 s’écrit
o (e(u’+z’)/z,,1/

Sp (%, x) = l“—xl

prouve que I’on a pour e suffisamment petit

|7 go{ f:lqb(u)ll—ui—“x—l} <7

si le produit |(x—x)~'¢(u)| est intégrable au voisinage du point u=xz.
Cette condition que I’on peut noter,

+e du
(38) 1) [+ = o+ 03gm 0| 17 <G,

et qui est suffisante pour le moment, est vérifiée, par exemple, sil’on a pour

0 A 1 \—-a+»
f(x 4 k) —f<x+o|—h—l> = O[(logl—ﬂ) ]

le nombre fixe p étant aussi petit qu’on veut, mais positif.
Etudions ensuite le dernier terme Is dans (34). Pour =0 ce terme
s’écrit
x + 0 © x -0 z—e
Iy = f(z +0) 5O, )d " )f 5O, 2)du.
nl/2 2te 1/

Les inégalités (29) et (30) éliminent immédiatement les parties infinies
(—, —4) et (4, ») tandis que pour |#| <4, |u—x| € on peut utiliser
la formule approchée (37). On démontre ainsi que ’on a

lim I, 6 = 0.

On a ainsi

ff.°’< ) Ji°’< ) 2
n ”

= — D(%),
T

= [f(z+0) — f(x—O)]hm

n=ow

ce résultat étant acquis dans les hypothéses suivantes:
(I) f(x) est sommable (L) dans tout intervalle fini;
(II) f(x) vérifie la condition (33) avec 6 =0;
(III) f(x) vérifie la condition (38).
La condition (38) peut d’ailleurs étre remplacée par une autre, si ’allure
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de f(x) au voisinage immédiat du point x est telle qu’en posant pour » =x-+2,
|¢] e,

p(x+ 1) =tp(t) =t[f(x +1) — f(x +osgni)] = f‘x(u)du

[]
on puisse définir une fonction x(#) vérifiant la condition

(39) f ‘l x(4) | du < At
0

ol A est une constante positive aussi grande qu’on veut mais fixe. Supposant
remplie la condition (39), donnons nous un nombre fixe 6 aussi petit qu’on
veut et positif et soit NV assez grand pour avoir 34 -21/2< N§6.

La formule approchée (37) et I'inégalité

Z I H,,.(x)H,,..,.l(u)]

©
(40) | Sn (u, )| < P

= O(ne®™+="12)

permettent d’écrire en décomposant 7, en trois termes:

z—N [nl/2 2+ N [nll? z+e
= —{ [+ + bo@e 0w, 2w

nt/2 z—N/nl/2 Z+N/nl/2

=7+ 7" 4 ¢

Gréce 4 (40) on a immédiatement

1
s |swl0m 25 = of max o]}

nl/? I x|SN/“ 1/2

donc
lim 7 = 0,
n=ocw

car N est fixe. Ensuite la substitution # =x —# nous donne

1 ) dt log n
= —— =412y (8) cos (¢(2m)12) — 4 O
7w J yn t nl/2
1 e dat
=—-— cos (¢1(2n) %)Y () — + o(1) + o(e)
N/,,l/z t

et il suffit de prouver que le premier terme peut étre rendu aussi petit qu’on
veut en valeur absolue si x(#) vérifie la condition (39). Intégrons le par parties:

1 e 2m)12 al ,
- [ wow = v( ) (o) - [ owoxtoa

N, /,,112 t 1/2 /,,ll!

en posant
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4.0 = f u~2 cos (#(2n)1/2)du.
t
Mais, il est évident que la fonction #,(¢) vérifie 'inégalité |#.(5) | <n-1/2-221/3,
car

sin (£(én)”2) — sin (t(2n)”2).
12(2m)1/2

3,(2) = —:; f‘ E cos (t(2n)1/%)dt =

Par conséquent, tenant compte du fait que ¥ (N#n~1/2) tend vers zéro quand
n—o0, on trouve que la partie intégrée est o(1) pour n— :

N N Nn21/2
() () = < () = () =
nliz 7 \gl/2 nll2 nl2N2pl/2 N

Quant & lintégrale, on peut écrire

[ 2\1/2 e
f 0,.(t)x(t)dt| =< (—) f 2| x(t) | at
N/nll2 n N/nl/2
2\1/2 1
- (;) { t2 f | X(u) | du N/nl/2

+2fN,,,,,, P f Ix(u)ldu}

1/2 y1/2 2\1/2
<oem + 4(2)" 2o 2)"s
n N n

42172

3
= o(t) +

f « dt
Ntz B2

<o(1) +6 <26,
pour » suffisamment grand.

3. SomMATION (C, 8) DE LA SERIE (10)

Considérons la série-noyau de (10),

> I'(n+ 2) (a+l) (a)
(41) - ; m (%)Lay1(u) ~ 0 (u # x),

et désignons par S.®(u, x) ses moyennes arithmétiques d’ordre 8. Celles
f<®(x) de la série

- I‘(n+2)L(°+1)

(10) —zo: Te+a+2) Jy

&) (" L9\ 6™ wpau
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s’expriment 3 1’aide des S (u, x):

(8)

(42) fa)(x) = f ¢ u"S (u, x)f(u)du.
0
Les moyennes S, (u, ) vérifient* les inégalités

@ e(ztu) /2y (1-8) /2
(43) Sn (u,2) =0 {(ux)“”‘““l Wiz — x”’l‘“x”*}

(Oéugw’sgo’oéxéa):

) e(“+z)/2nl/2
(44) S» (u, x) =v0(m) (u = eﬁn,a = 0,0 =x= a),
ainsi que celle
(45) §Pu, 7) = o — " ¢ = 0)
mO TN (wa)el2 g =0

dont voici la preuve pour # et x quelconques et §=0:

® M-1& @ T(m+2) (a+l), | (@)
Sn (%, = [4. Adpom ——————|Ln
| Sn (u, 2)| < [4n] ? Tmt e +2)|L (%)Lons1(u) |

—a (z4+u)/2 « -a/z—a/4u-a/z_1/4}

= o{n"ﬁ) AL m+ 1) + 1)
0

—5 (z+u)/2 /934 12 , (3+1) el=tu)i2y
=0{n "™ (w4} = 0d———— V.
(ux)e2+1iag1/2

Décomposons dans (42) l'intervalle d’intégration (0, «) ainsi:

B0 L gm-Fn- (o) (L)

ntlz  nll2J, k=1 n
+ [’7’ x(1 — 5)2] + [x(l — % x(1+ 6)2] + [x(l + €2, A]
+ [4, etn] + [e*n, =]

et supposons que f(x), sommable (L) dans tout intervalle fini, vérifie en
outre les deux conditions suivantes:

(46)

47 f ‘ e—ulzua/2—3/4-8| f(x) | du <G,
48) [ wlwla<e,

* Voir E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, loc. cit., §5, (BL) et (F), dont on
déduit facilement (44).
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ol le nombre 8 est égal au plus petit des deux nombres o et (a+498)/2—4%,

donc
a+d

2

1 § =< +1
_—— our = -
s P *T

1
a pour&§a+?-

On a vu déji au §1 que la sigma-somme d’ordre 8, o.{ (%, x), de la série-
noyau (41) vérifie pour 0 <# <1/n l'inégalité

. 1
e (u, 5) = 0TV (0 Sus—;52 0).
n

On en déduit pour S ¥ (%, x) I'inégalité correspondante:

6(5)
(8) n
. S (u, ) =
A®

n

(a—38)/2+3/4

= O(n )1

ce qui permet de conclure pour é £« +} ainsi:

1 1/n
Ji= O{——f evue | f(u) | n‘“‘””"’““du_}
0

nl/2

= 0{ f ”"(,m)(a—s)/z+1/4u(¢+s)/z—1/4| f@w)] du}
.Y 0
1/n
= o{f u(¢+6)/2—1/4|f(u) l du} .
0

Au contraire, pour § >a-+3 on trouve:

Ji1 = O{n(“"‘)/"‘“/‘f”"uﬂf(u)l du} = o{ fol/”u"lf(u) | du} .
o Jy ‘

Dans P’intervalle (1/#, 1) nous avons d’aprés (43):

@ n—8/2 1
= —=
Sn (4, 2) 0{(ux)a/2+ll4x(8+l)/2} (,, = ”)’

d’ol, x étant fixe et positif:
nU=8/2 oy
Jy = O{ f wel2=14 | f(u) | du}
1/n

nl/2

= o{ fl:"(nu)-‘/fu@“)’?-l“lf(u) | du} = 0{ f,” u(a+s)/z-1/4|f(u)| du} .

/n

IIA
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Par conséquent, quelque soit § =0 on trouve que

J1+Jg=0{f:uﬂlj(u)|du}

et ’hypothése (48) entraine la possibilité d’obtenir 'inégalité
(49) |J1+J2|§w

quelque petit que soit w>0, en choisissant 5 suffisamment petit: =<7,

=1no(w).
Pour évaluer les intégrales J; et J5 nous allons distinguer deux cas: §>0
et =0. Dans le premier cas I'inégalité (43) donne immédiatement

1 (l-—e)’z
Jy = o{-—- f n=012| f(y) | du} = O(n—%?)
L)

n1/2

et de méme pour J5; donc pour >0 on a
(50) lim J3=1im J; =0 (6=20).

n=cwo fn=oc
Dans le second cas, §=0, on est obligé d’employer la formule approchée*

et izpliz[cos (2(ul/? — x1/2)nl/2) 4+ O(n—1/2)]

®
(1) Sa”(w,2) = = Dyl Bl /gal2H3I4(y1/2 — g1/2)

Il suffit de considérer J; et grice & cette formule on a, aprés la substitu-
tion #'/?=(1—¢f)xV/2:
1 1~(n/2)1/3
J3 = —— W(x, t) cos (2t(nx)V/2)dt + O(n—1/?),

le/? e
ol
V(x, 1) = ext='12(1 — f)ati2=1f[5(1 — 1)?]

est sommable (L) dans lintervalle [¢, 1 —(n/x)V2].
On justifie, par conséquent, le résultat (50) aussi pour §=0.
Dans Vintervalle (4, e¢?n), on obtient i ’aide de 'inégalité (43)

Je = o{n—m f e/2y(a8) 12314 f(y) | du}
A

6’"
= O{f e—u/zualz—-a—sulf(u)l du}
4

tandis que 'inégalité (44) entraine

* Voir E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, loc. cit., §6, (21), o0 S{® est
désigné par oL /fox.
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L)
Jr = O{f ewI2yal2-8=314 | f(y) | du} .
"”

L’hypothése (47) permet ainsi d’obtenir I'inégalité
Jo+Jr = o{ f ewizyal2=3=314| f(y) | du} <w
A

quelque petit que soit w>0, en choisissant le nombre fixe 4 suffisamment
grand: A2 A4o=A4(w).
Ce dernier résultat joint & (49) et (50) permet de conclure

f:”(x) 1 s+
lim = lim J; = lim — e
n=w nll/2 n=c n=w nll/2 z(l—e)2

S i‘)(u, x)f(u)du.

Soit
o(u) = f(u) — f(x + o sgn (u — x)).

Pour évaluer la limite de I'intégrale J, nous la présentons ainsi:

+ 0 ® v e -0 ‘v oa
J‘ = &—) e u Sf(ls)(u, x)du + f’ix—l;z_)f e u S'(la)(u’ x)du
z n 0

nl/2
1 z(l+¢)2 —u a_(38)
+ — o(u)e u S, (u, x)du — Jg,

n z(1—e)2

ol
P + 0) o v a x—0 z(1—¢)?
Js =f-(—n—l/7— ( )28 u S,(.”(u, x)du + fim—z e_u“as:(u”(“, x)du.
z(1+¢€ 0

Observons qu’en vertu de ’orthogonalité des polynomes de Laguerre on a

0
—u a_(3)
f e uS, (u, x)du
0
0]

3 L(m +2) An-m _(at1) fw —u a_(a)
= . 'Lm g u Lm du = 0,
; Pm+a+2) A® (#) ] ¢ +1(u)du

ce qui permet de définir N\ ®(x) ainsi:

1 z -4 a 1 ® - a
Af.”(x) = - — e u S,(.a)(u, x)du = — f e u S,(.”(u, x)du.
nl/2 0 n1/2 z

La preuve du résultat cherché, i savoir:
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@ _ T6+1 D)

n=w nl/2 3 '2(,,.3,)1/2
f(+3)

exige la détermination de la limite

(63))

(620,

! = lim A2 (x)

7= 00
et ’étude des deux intégrales Js et Jy, la derniére étant définie par

1 20’ _
Jy = — e uSn (u, x)p(u)du.

n2J e

Vu que la borne supérieure 6(e) de la valeur absolue de ¢(«) dans Dintervalle
[2(1 —¢€)2, x(14€)?] tend vers zéro avec ¢, on a dans le cas § >0 et grice aux
inégalités (43) et (45) le résultat
(52) Jy=0[0(e] < w
si € est suffisamment petit: e < e =eo(w).

En effet, décomposons l'intervalle d’intégration en trois intervalles:

1 z(14¢)2

o [#(1 — 2% 2(1 + 2] = [x(l - x(l - ,711,;)2]
+ [x(l - ;f—,;)z, x(l + ﬁ)z]
+[=(1+ ), st + 7]
- z i

L’inégalité (45) nous donne, étant donné que |¢(x)| < 6(e),

| is] = O O(n)du = 0[6(e)],

z(1—n—1/2)2

tandis que celle (43) appliquée aux intégrales 7, et 7; conduit & écrire, en
employant la substitution %/2=(1+4)x2,

. d
G+ i = o[n—m f 6(e) tTiT] = 0[b(e)] é>0),

~1/2

ce qui achéve la preuve de (52) pour §>0.
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De méme le terme Js est facile & évaluer, si §>0. L’inégalité (43) donne
en effet pour § >0

Jsg = O[n“/’fme"‘”u“”‘”‘du:l = O(n—%12)
0

donc on a démontré le résultat cherché,
(53) lim J5 = 0 ¢ =0)

o
pour §>0. C’est le cas 6 =0 qui exige une analyse plus approfondie basée
sur la formule approchée (51). Soit donc 6 =0 et supposons qu’au voisinage
immédiat |#—x| <y du point =z la fonction f(x) vérifie la condition (38),
c’est A dire l'intégrale définie

zty d
(38) e l_:|<0

existe. Dans cette hypothése (38) et grice i l'inégalité (43) on obtient im-

médiatement
z(14+¢)2 du
Ty = {f |¢(u)|——}<w,
z(1—e)2 | u |

quelque petit que soit w >0 pourvu que e soit assez petit: e < e, =€o(w). Quant
au terme Js on trouve grice 4 (51), en posant (u!/? —x1/%)£(u)e/? = yol2-1/4;
A4
2y = — x—al2—8/4¢gzl2 {f(x + 0) £(u) cos [2(ut/2 — %2 ni2]dy
z(1+e€)2

z(1—e)?

+ f(x — O)f £(u) cos [2(ut/2 — x”?)nl/z]du} + O(n—1/2)
0

+ O[n_wf e_“ua[ S,fo)(u, x) l du].
A

Vu que £(w) est sommable (L) dans les intervalles [0, x(1—¢)?] et
[#(1+€)?, 4] on constate que les termes entre les parenthéses tendent vers
zéro quand n—o. '

Quant au dernier terme, les inégalités (43) et (44) permettent de I’écrire
ainsi: :

0 {n-x/z f | @ (u, %) | du} = 0{ f iRl du} <w
A A

pourvu que le nombre fixe 4 soit assez grand: 4 = 4 ¢(w).
On parvient ainsi dans le cas § =0 sous 'unique condition (38) au résultat:

v
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)
(54) lim 22— = [f(x + 0) — f(x — 0)] Lim A" () (¢ = 0)

n=o "1/2 n=o

démontré déja pour §>0.

Observons que la condition (38) peut étre remplacée par celle (39). Sup-
posons que l’allure de f(#) au voisinage du point x permet de définir une
fonction x(#) vérifiant la condition

(39) f ‘ | x(u)| du < At
0

et telle que

o+ = {1+ 0= g5 40 I_ttl")} -/ x(w)d.

Décomposons 'intervalle d’intégration dans

2
1 z(1+¢) —u

Jo= — ¢ u"SY (u, )b (u)du

nl/2 z(1—6)?
en trois intervalles partiels ainsi:
Jo = [2(1 — 92 2(1 + ¢?]

a1 o1 ¥ N\? N \?
-["< A "( ‘m) +[‘(“m>' “(”;ﬁ)]
N\? '
+[x(1 +—lﬁ>, x(l + 6)2] =jl +j2 +j3,
n

le nombre N étant suffisamment grand pour avoir 44 <7zwN, ol w est une
quantité positive choisie d’avance et aussi petite qu’on veut. L’intégrale j,
est facile 4 évaluer a I'aide de I'inégalité (45). On obtient ainsi, tenant compte
du fait que la borne supérieure 6(¢) de |¢(%)| dans l'intervalle [x(1—¢)?,
x(1+€)?] tend vers zéro avec ¢,

N z(1+ Nn—1/3)2 N
Jo = O[n‘”% —-)f du] = 0[0(——)] = o(1),

nt/? z(1-Nn-1/2)2 nl/2

C’est 3 dire
lim jz = 0.

11 suffit de considérer ensuite js, car le méme raisonnement s’applique 3 7.
A Yaide de la formule approchée (51) et de la substitution 22=(14f)xV/?
on donne 2 j; la forme suivante:
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. € l
Js=— 1rxl/2f [1 +0®]e[x(1 + £)2] cos (Zt(nx)m) N + 0( Ofgt ”)
== ,,xluz f,,‘ . ola(t + 8] cos (zt(mc)m) —+ 0( - ") +0le@].
Or, |

zt(2+¢)
242 4+ t)d(x + 2xt + x42) = f x(%)du
0
entraine grice a la condition (39) que nous supposons remplie
zt(2+t)

ola(t + 1?] = 31x7 f () + 0()

d’o par conséquent

2 f " pla( + 8] cos (ztcnxwz)—

wxl/2

= - - L e cos (2¢(nx)'/?) _t-: j; ”(H‘)x(u)du + O(e).

2w 232 J yp-nn

Posons
¢ dr
Ou(x,8) = — f cos (2r(nx)1/2) —
t T
et intégrons par parties. On trouve ainsi

logn . zt(2+¢)
Js = O( ) + O(¢) + ey f d9,(x,t) f x(%)du
n-1/2 ]

N

2y [ xtundu
0

— 2z f ‘ da(x, Ox[2(2 + 6] + t)dt}

Na-1/2

= o(1) +0(9 + —{

3/2

Nn-1/2

Or, pour {—0on a

fz‘(ﬂ-‘)x(u)d“ - 2xt¢[x(1 + t)z] + O(#2) = o(xt) t—0),
0

donc pour n—

O I zt(2+¢)
(%, 2) f du
0

2w x8/2
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D’ailleurs

| Fa(x, H|=— If cos (27(nx)1/?)dr

tz( x) 1/2

ce qui entraine pour #—

- N z
| 73] = 0@ +o(1) + "((nx)m 'Nﬁ(nx>”2>

1+ef‘ ,X[x“(2+“)”d“ =0(e) + (1)_|_i]4
Nn-12

Tal/2 w(nx)l/? nll2

Une nouvelle intégration par parties transforme l’intégrale j, en

+2»£v,.-1/3 —f | x[xu(2 + )] |du.

On a, en vertu de (39) et en posant xu(2+%) =7,

t zt(2+t)
f ]x[x“(2+u)]|d“=f +|x()|
0 0

Axt(2
< xt(2 + )
2%

t‘zf | x[xu(2 + )] | du

Nn-1/2

2(1+)

< (1 4+ €4s.

Par conséquent:

] 1/2
di _34(1 + n ’

A 1
|j4|§,t(l+e)+ Ant2 4+ 2(1 4 A4

N2 82 = "N
ce qui entraine
) 3401 + €2
17s] = 0@ +0(1) + ———— < 20
wxN

quelque petit que soit w >0, pourvu que e soit assez petit et # assez grand.
Ce raisonnement prouve qu’au cas, o §=0, la condition (39) est suf-
fisante pour assurer le résultat (54).
Pour achever la démonstration de (11) il suffit de calculer la limite de
AE®(x) quand n— 0. L’identité '

uuaL(a)(u) - d_ (e—u m+a)

entraine évidemment

-z a+l_ (a4l) ,
(%),

- I‘(m + Z)f —uuaL,,..,.l(u)du = m'e % Ln
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et cette relation permet d’écrire

(at1)
1 hid I'(m 2)L,, -u a_(a
)\m(x) = — ——ZA,?_),,. (m + 2) (=) L,(,.il(u)du
AWniiz 5 I‘(m +at+2 J.
-z a a (%)
_t - " iAa) Tm+ 1)[Ln @] bn
B A®qiiz % "t Im 4 e+ 2) Aw)nl/z

Or, la relation

2x31/
e—2z:l(l—:)Ia+1
1—2

. T(m+1) (a+1) 2 m
——— [Ln (@] =
Tm+a+2) (xzt/2)at(1 — 2)
entraine cette autre relation:
d " « —-2 —z - 2x3112
CE Mi(z) = —(a+1)/2 1 -2 42 —2()/ (=) “+‘(1 z).
” -

L’allure du second membre pour z—1 est facile & préciser i 1’aide de la for-
mule approchée (21) et ’on obtient ainsi:

exp [— a1 — 29/ + )] 1+0(| 1= 3])
2(wx)l/2 (1 — z)+si2

Mi(z) =

Pour trouver une formule approchée du coefficient u® de la fonction
M,(2) il suffit de développer la fonction auxiliaire

1
2rx) (1 — g 2(m)1/2

0
@+1/3) »
2 An
0

d’ol enfin

M(” 1 A4 (3+1/2)
8 n n
A = = : [1 + o(1)]

A®gl2 " Azam)liz A®
n n

et par conséquent, vu que I'(6+1) 4, =n?[140(1)],
) TG+ 1)

lim A, (%) = ’
2(wx)VT (8 + —;-)

ce qui achéve la démonstration de (11).
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