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Introduction

Dans l'intervalle infini (— o©, +00) on peut developper une fonction

donnee/(x) en serie d'Hermite,

(1) m ~ i ~rL f+Xe-"'Hn(u)f(u)du (-00 < x < oo),

ou le «ieme polynome d'Hermite Hn(x) est defini par

e-*2H»(x) = —i--•
dxn

De meme, dans l'intervalle (0, °o) on a pour a > — If la serie de Laguerre:

(2)
^   r(» + l)    («)    f v . M

f(x)~2-,——;-—~7 Ln  (x) I   e  u Ln (u)f(u)du,
0   T(« + a + 1) Jo

le polynome de Laguerre L„M(x) etant defini par

a -x  m dn      n+„ _!
n'.x e  Ln (x) = -       [x   e J.

<Za;n

La serie d'Hermite (1) derivee terme ä terme par rapport ä x donne une

serie procedant egalement suivant les polynomes d'Hermite car

H:(x) = - 2nHn^(x).

Cette nouvelle serie

(3)
00    H (x) c+x

- Z —^7-77^ e-"*Hn+1(u)f(u)du

n'est autre chose que le developpement formel en serie d'Hermite de la

derivee f'(x), si/(#) en possede une. En effet, dans l'hypothese que f(x) et

f'(x), sommables (L) dans tout intervalle fini, verifient ä l'infini, pour | x\ —>oo;

* Presented to the Society, April 20, 1935; received by the editors September 8, 1933.

f Pour a g — 1 les polynomes de Laguerre ne f orment plus un Systeme orthogonal dans (0, °°) .
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LE SAUT D'UNE FONCTION 11

la condition d'etre 0(e?xS) avec q<l, on peut faire tendre A vers l'infini dans

la relation

fA e-^f{.u)Hn^{u)du = e-A* | f(u)Hn^(u) \A_A -   f e-2Hn(u)f(u)du
J -A J -A

done

/CO CO

f'(u)e-^Hn^(u)du = -   I e-^Hn{u)f(u)du

ce qui prouve notre assertion.

La serie (3) diverge en tout point x=xao\if(x) possede une discontinuite

caracterisee par un saut fini

D(x0) =f(x0 + 0) ~f(x0 -0),

les nombres f(x0±0) existant par hypothese. La divergence de la serie (3)

pour x=x0 est essentielle, e'est ä dire sa somme partielle fn(xo) tend vers

oo avec n. Dans ces conditions la serie (3) n'est sommable pour x = x0 par

aucun precede de sommation regulier ä coefficients positifs.

Neanmoins, fn(x0) peut servir pour determiner ä partir de la serie di-

vergente (3) le saut D(x0) def(x). Ainsi M. Jacob* a prouve que l'on a

(4) LX*„)=—lim^

sous des conditions tres restrictives imposees &f(x); M. Jacob suppose que

f(x) est ä variation bornee dans (—°°, +°°) et qu'elle verifie en outre la

condition d'existence des deux integrales suivantes:

(5)
r~a   2     df(u) r+°°   . \df(u)\

J _„ u J „ u

df(u)

Au §2 nous demontrons que le resultat (4) subsiste sous des conditions

beaucoup plus larges, ä savoir:

(I) f(x) est sommable (L) dans tout intervalle fini,

(II) le produit | x~lf(x) \ e-*2'2 est integrable ä l'infini, e'est ä dire les

integrales

a    2   I       ,   du r00    ,   ,       . du

e-ul2\M)\-r-r et e-«2/2|/(M)|_
I U I J a U

existent, et

* Giornale dellTstituto Italiano degli Attuari, vol. 2 (1931), pp. 100-106, 356-368.
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(III) l'integrale definie

(6) I/{*» + *) -/(*o + o sgn 0 I t-T <G>

ou e est aussi petit qu'on veut, mais fixe, existe.

La condition (6) relative ä Failure def(x) au voisinage immediat du point

x = x0 peut etre omise si au lieu des sommes partielles f„(x0) de la serie (3)

on considere leurs moyennes arithmetiques/„({)(xo) d'ordre positif 5, definies

pour tout 5 > — 1 ainsi:

,<«>,  i     .A n{n - \) ■ ■ ■ {n - m + \)

/- (*o) = 5 2, .   , ,v   , .-~-:——-r /-(*o) •
m-0 (« + 5)(« + S — 1) • • • (w -t- 5 — w)

On a en effet, le theoreme suivant:

Theoreme I. Si \f(x)\ et e~ui!/2| «_?ä_1/(«) | sont integrables dans les in-

tervalles \x\^a\ et a^s\u \ ;£ =° respectivement, les nombres positifs ai, a2

etant aussi grands qu'on veut mais fixes, on a pour tout 5>0,

(7) lun-—- =-;-— D(x0)

(27r)1'2r

et ce resultat subsiste aussi pour 5 = 0 pourvu que fix) verifie au voisinage du

point x = Xola condition (6), c'est d dire pourvu que Vexpression \ w1 {f(xo+u)

—f(x0+o sgn u)} I soil integrable dans l'intervalle ( — e, e), e etant aussi petit

qu'on veut, mais fixe.

On constate ainsi que, quant ä l'allure de f(x) ä l'infini, la condition qui

assure la possibility de deduire la valeur D(x0) de son saut au point de dis-

continuity x = x0 ä partir de sa serie d'Hermite derivee terme ä terme est

exactement la meme que celle qui concerne la sommabilite (C, 5) de la serie

d'Hermite (1) def(x).* Cette condition

f    e-*2'2| x h(25+1) I/(*) I dx <G,
J -oo

(8)

I     e-Jnx-w+» I       I dx < G
J a

devient pour 5 = 0

* E. Kogbetliantz, Annales de I'Ecole Normale Superieure, (3), vol. 49 (1932), p. 141.
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/?    •   i        I   dx C+"    i   .        . dx
e~*l2\f{x)\ —r <G, e-**i*\f{x)\ — <G.

-co 1*1 J a X

En la comparant ä la condition correspondante (5) de M. Jacob on con-

state que la classe de fonctions/(x) auxquelles est applicable le resultat (4)

est elargie considerablement.

La condition (6) est verifiee si f(x) par exemple est ä variation bornee

dans l'intervalle \x—x0\ Elle ne concerne que le voisinage immediat

du point x = x0 et est verifiee en particulier, si Ton a pour u—>0

f(x0 + w) - f(x0 + o sgn «) =0 [(1oST^t)

quelque petit que soit le nombre positif fixe r\. On peut la remplacer (voir §2)

par une autre. Posons ä cet effet pour |/|

W) = t[f(x0 + t) - f(x0 + o sgn 0]

et soit

iKO =  I x(t)dt.
J 0

Le resultat (4) subsiste si I'on remplace la condition (8) par la suivante:

rh\x(t)\dt = 0(h) pour h—>0.

Considerons maintenant la serie de Laguerre (2). Derivee terme ä terme

eile devient

fin T(n+2)      (a+1)        - _„ a w
(10) — 2^ —--Ln    (x) I   e  u Ln+1(u)f(u)du

„=o r(« + a + 2) J0

car dLJa)(x) = — Z,^1' (x)dx. D'autre part on a

we  «      (m)öm = a} e  m   L„_i (m) j,

ce qui permet d'ecrire, en supposant l'existence de la derivee f(x),

/< A
e  u Ln (u)f(u)du — — I e  u   L„_i (u)f(u) \

a+l (a+l)

-{-leu   Ln_i («)/ (u)du.

Dans les hypotheses/(«) =0(e3"), /'(m) =0(e?u) pour w—>°o avec <7<1 et

ua+1f(u) = o(l) pour m—>0 on en deduit
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/> 00 , /• 00e  u Ln (u)f(u)du —   leu (u)f (u)du,
o •» o

ce qui prouve que (10) n'est autre chose que le developpement formel de

/'(x) suivant les polynomes de Laguerre L("+l\x).

Ceci dit, soit /„({)(x0) la moyenne arithmetique de sommes partielles de

la serie (10) consideree au point x = Xq ouf(x) admet un saut fini D(xo). On

a pour xo>0 le resultat analogue ä celui obtenu pour la serie d'Hermite:

Theoreme EL Si x^+^^'^fix) |, \f(x)\ et e-^2x°/2-5-3/4|/(x)| sont in-

tegrables dans les intervalles (0, e), (e, a) et [a, <x>) respectivement, les nombres

positifs e et a-1 etant aussi petits qu'on veut mais fixes, on a pour tout 5>0

,. /» (*o)       r(« +1) D(xo)
(11) hm-=->

/ 3\ x01'2

K)
et ce resultat subsiste aussi pour 5 = 0, pourvu qu'au voisinage du point x = *»,

f(x) verifie les conditions (6) ou (9).

En etudiant pour r—>1 Failure des integrales

(12) Pfl(r, *) = - e-u/(«)i E —7—T77— i*\du,
I „=0      2n«br1/2 J!

(13) PL(r, x) = -   I   e  »/(«)< 2- ~—I-(*X£»fiW
J 0 I n=o r(« + a + 2) )

obtenues en appliquant aux series (3) et (10) la methode de sommation

d'Abel-Poisson et en intervertissant les signes f et on constate que le

saut D(x0) est lie aux limites des produits

PH{r, *)(1 - r)1/2   et   PL(r, *)(1 - r)1'2

par les relations suivantes:

(14) D(xo) = (27t)1'2 lim {PH{r, *)(1 - r)1'2} ,
r-l

(15) £»(x0) = 2(7r*o)1/2 lim {PL(r, *)(1 - r)1/2} •
r=l

Ces formules si simples sont valables sous l'unique hypothese de l'integra-

bilite du produit e_"l|/(w) | dans (— », + °°) pour (14) et de celui e~u\f(u) |

dans (0, 00) pour la formule (15), cette derniere exigeant aussi l'integrabilite

du produit u"\f(u)\ dans (0, t). On constate ainsi qu'au point de vue de

Failure ä l'infini la classe des fonctions auxquelles sont applicables les re-

sultats (14) et (15) est beaucoup plus vaste que celle des fonctions dont



1935] LE SAUT D'UNE FONCTION 15

Failure ä 1'infini assure la validite des formules (7) et (11). Neanmoins au

point de vue de la determination effective du nombre D(x0) la simplicity des

formules (14) et (15) n'est qu'apparente. En realite, etant donne un de-

veloppement d'Hermite (1) ou un developpement de Laguerre (2) dont on

se propose d'extraire, en le derivant d'abord terme ä terme, la valeur du

saut D(x0) de la fonction developpee en un point determine x = x0, on ne

peut tenir compte dans les calculs ä realiser avec r < 1 que d'un nombre fini

de termes des series (12) et (13) supposees convergentes et dont les sommes

sont designees par Ph{t, Xo) et Pl{t, x0). Ce nombre de termes que Ton doit

calculer pour connaitre une valeur approchee de PH ou de PL avec une

precision donnee d'avance en fonction de r croit extremement vite quand r

tend vers Funite. Or, D(x0) n'est represente (aux facteurs numeriques pres)

que par la limite du produit P(r, x0) (1 —r)1/2 pour r—»1. C'est ä dire en realite

on a represente dans (14) et (15) le nombre D(x0) par deux passages ä la

limite superposes

ou Sn(r, x0) designe la meme somme partielle de la serie (12) ou (13). Ceci

explique les enormes difficultes de calcul que l'on rencontre des que l'on

essaye de calculer la valeur numerique du saut D(x0) ä l'aide des formules

elegantes (14) et (15), difficultes que l'on peut qualifier sans exageration

d'insurmontables.

En outre, la liberte beaucoup plus grande que laissent les conditions süf-

fisantes de (14) et (15) ä Failure de la fonction developpee ä l'infini s'explique

par le fait que les resultats (14) et (15) concernent les integrales de Poisson

formees dans les systemes orthogonaux d'Hermite et de Laguerre et derivees

par rapport ä x. Si l'on veut parier de la sommation d'Abel-Poisson des

series (3) et (10) elles-memes on doit tenir compte des resultats obtenus par

' E. Hille* d'apres lesquels les series obtenues en intervertissant les signes Jet

2J dans les seconds membres de (12) et (13) ne convergent que si Failure de

f(x) ä l'infini assure Fintegrabilite ä l'infini des produits e~ku2\f(u)\ et

e~ku\f{u) I respectivement pour toute valeur de k superieure ä un demi, k>\.

Notre methode nous a permis en outre de donner au §1 la demonstration

d'un resultat enonce sans demonstration par E. Hille et qui concerne la

sommabilite du developpement de Laguerre (2) en un point x>0 par le

procede d'Abel-Poisson.

* E. Hille, Proceedings of the National Academy of Sciences, vol. 12 (1926), pp. 261-269,

Annals of Mathematics, (2), vol. 27 (1926), pp. 427^164, et Mathematische Zeitschrift, vol. 32 (1930),

pp. 422^25.
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Ce resultat s'enonce ainsi: en tout point x, ou existent les deux nombres

f(x± 0), Pintegrale dePoisson relative ä la serie (2) tend pour r—>1 vers l'expres-

sion \ [f(x+0) +f(x — 0)], pourvu que les produits ua\f(u) | et e~u\f{u) | soient

integrables dans les intervalles (0, e) et (e, <»).

Tous ces resultats (7), (11), (14), et (15) ont ete publies dans une Note*

inseree aux Comptes Rendus de l'Academie des Sciences de Paris.

1. Methode de Poisson

En derivant par rapport ä x les fonctions generatrices des series noyaux

des developpements (1) et (2)

Z —5-— r" = tt"1'2^ - r2)-1'2 exp [- (xV2 - 2xur + «V2)/(1 - r2)],
o 2"w!ir1/2

^ w—;—rrr L* (wr
o   T(n + a + 1)

(uxr)-"'2       , l   / 2(uxr)ll2\

= ±--exp [- (x + «)r/(l - r))ll   \ ),
1 — r \   1— r /

on trouve celles des series-noyaux de (12) et de (13), ä savoir:

- Hn(x)Hn+1(u)
— -r

o 2nnlv112

(16)
exp [- d2r/(l - r) + s2r/(l + r) ](«-*    « +u -\- x\

l + rl7r1'2(l - r2)"2 (1 - r

oü l'on a pose      u)2 = 2d2 et (x+m)2 = 2j2, ainsi que

-  T(n + 2)L(:+l\x)Lin+1(u)
- V -r"

(17) o       r(« + « + 2)

_ exp [- (x + u)r/(l - r)]{la+1(T)u"2 - 7„(r)(^)'/2}

Ma/2(a.r)(a+i)/2(-1 _ f)ä

en posant T = 2{uxr)xnj(\—r). La fonction de Bessel Ia(r) designe comme

toujours celle

i-"Ja(ir) = 7„(r).

Grace aux relations (16) et (17) on trouve les expressions suivantes:

* E. Kogbetliantz, Comptes Rendus, vol. 196 (1933), pp. 464-466.
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2
(1 - ryi*P„{r, x) =

(tt(1 + r))1'2

(18)
/T             u2r2 — 2uxr + x2r2~\        u — xr

exp \ — u2-f(u)-du,
_      L                       1 - r2         y      1 - r2

(1 - rY'2PL(r, x) = (rx)-'°+l>'2(l - r)"3'2

(19) r°°
X      exp [- u - (u + x)r/(l - r)]/(«) {/„^(t)«1'* - /„(tXw)1'1}«*«.

«' o

Posons pour etudier la limite du second membre de (18) quand r tend

vers l'unite

2 U — XT

= / /, , nm„ ".—: exP l~ (mV2 - 2xur + ^/(i - OJ-
(ir(l + r))1'2 1 — r2

En derivant par rapport ä u, on trouve

(1 - r2)2 exp [{u2r2 - 2xur + x2r2)/(l - r2)     (m)(tt(1 + r))1/2

= - 2 {2r2w2 - 2rx(l + r2)u + r2(2x2 + 1) - 1} .

Les deux racines de l'equation <£/ (u) = 0 sont evidemment

x(\ + r2) ± (1 - r2)l/2(2 + x2(l - r2))1'2

(«1 < W2) =->
2r

et Ton aO<«i<jf<«2, car

(1 _ r2)l/2

Mi,2 - xr = ±-— } [2 + x2(l - r2)]1'2 ± x(l - r2)1'2} .
2r

On constate que 0/ (w) est negative dans les intervalles (— °°, «i) et

(«2, + °°).

Les extrema de (j>r(u) tendent vers l'infini quand r tend vers l'unite. Plus

precisement on a pour r—>1

exp [x2 — 1/21

*M = ±   ,(1 _ f)1/,   + o(D

tandis que pour e fixe et positif, on peut ecrire

exp [- e2/(l - r2) + (xr ± e)2}        /exp [- e2/(l - r2)}\
M*r±e)= ±e-—-= 0|-j> •

Par consequent, vu que 4>'(u) <0 pour u<Ui et w>«2 et que (f>T(u)%0

suivant que u < xr, on trouve



18 ERVAND KOGBETLIANTZ [July

.     .                  .         (exp [- e2/(l - r2)])
I *,(«) I g I 4>r(xr ± e) I = Oj   P    i A--^ j

uniformement en m pourvu que Ton ait \u—xr\ Sie.

On peut maintenant conclure. Supposons que Failure ä l'infini de la

fonction f(x), integrable (L) dans tout intervalle fini, verifie la condition

d'integrabilite du produit e_l2|/(x)| dans l'intervalle ( —°°, + °°). Soit,

par consequent,

(20) I e-**\f(x)\dx<G.
J -00

En decomposant l'intervalle d'integration (— oo, + oo) en trois: u ^ xr—e,

\u — xr\      et m^xr+e, on trouve

e-"2f(u)<l>r(u)du = i, + ij 4- i3,
-oo

ou, pour r—»1,

/zr—e

I 0r(«) I e-"21 /(«) I <te
—00

(exp [- «2/(l - r2)] /•,«-«    ,. )

= ° { i - r»- J       6    I /(M) 1 rfMf =

et de meme ?3 = o(l).

Quant ä l'integrale

/i zr+e /» a:r /»

4>r(u)e-« f(u)du = I + I
w— < ^ zr-«        J I

)

transformons la par les substitutions m = xr+j1/2(l — r2)1'2 qui donnent

e-'dt
4>r(u)e " du =

(*<1 + r))"2

en

1 (    r° /• t2/(l-r2)-j

l + o(i) c ei/(1~ri,(i) r«2/d-^)
— I <r<[/(*r + - r2)1'2) - f(xr - - r*)l")\dt.
1/2   J 0

Or, pour r—>1 et e^e0(r;), on a quelque petite que soit la quantite fixe 77

donnee d'avance,
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I f(xr + tl'%\ - r2)1'2) - f(xr - tw{\ - r2)1'2) - D{x) \ < ^tt)1'2

ou l'on a pose comme toujours

D{x) =f(x + 0)-f(x-0),

l'existence des deux nombres f(x±0) au point x etant assuree par hypothese.

On a done pour r—>1

*" ttV^ (1" cxp t-£2/(1"r2)]) < *'

ce qui acheve la preuve de la formule

lim [(2x(l - r)yi*PB(r, *)] = Z>(«)
r=I

valable sous l'unique hypothese (20) de l'integrabilite du produit e~xl\f(x)\

dans l'intervalle infini (— 00, + 00).

Le m£me raisonnement s'applique au second membre de (19). On peut

l'ecrire ainsi:

(1 - ry*PL(r, x) =   I ¥,(«)«-/(«)<*«,
» o

en posant pour abreger

= (1 - r)"-3l2(2xr)-"-hpr(u)

et

= exp [- (* + «)r/(l - r)][(l - r)r"+lIa+l(T) - 2xrT<*Ia(T)\

ou comme toujours t = 2(xur)ll2/(l— r).

Etudions la fonction ^r(w) pour x fixe et positif et u = 1 — r. Grace au fait

que

d r
— [xaIa{x)\ = af"J»-i(*)
dx

on trouve facilement que la derivee ipl (w) est le produit d'une fonction, qui

reste positive et ne s'annule pas pour m = 1— r et r^l, par l'expression sui-

vante:

1 + r
§r{u)  =  - Ula+1(T) + ——- /a(t)(»)"2 - */_i(t).

En annulant ^v'(«), on trouve l'equation #r(w)=0, dont les racines se

laissent exprimer par des formules approchees etant donne que pour u ^ 1 — r
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et r—»1 la variable t tend vers l'infini et que Ton peut, par consequent,

utiliser les expressions approchees bien connues

(21)  7«(t) =
eT     ( S;' T(a + k + §) (2t)-* .   . 1

(27tt)1/21 *=o r(a — * + I) AI

Calculs faits, on constate que dans l'intervalle (1 — r, oo) l'equation

i/v'(w) =0 n'a que deux racines reelles ux et w2 situees de part et d'autre du

nombre positif x: \—r<U\<x<u2. Plus precisement, on a

1/2      1/2^ _/l - >Y/2 ,  («-l)(l-r) m \
•M- *   I      V   2/ -2- + 0[(l-r)

ce qui permet d'ecrire

«i,2 = *[J + (2(1 - r))1'2 + 0(1 - r)].

Dans l'intervalle wi<w<«2 la derivee ^/ («) est positive et eile reste

negative quand u varie dans les intervalles (1 — r, Mi) et (u2, oo).

Vu que l'expression approchee de if/r(u) est egale ä

(iruxyiW1 exp [2(Mxr)1'2/(l + r1'2) - (w1'2 - *«*)%/{! - r)]

x1/8(rM)l'4(l - r)""1

,1/2 _ -litI Ml/2 _ 3.1/2 -J

(1 - r)1'2

on calcule aisement les extrema ^(wi) et ^(u2) de la fonction ^(u) dans

l'intervalle (e, oo):

*i*--M*ud-i-o(i) (r->i).
2x(2tt(1 - r))1'2

On constate que ces extrema tendent vers — oo et +00 quand r tend vers

l'unite. En outre, il est facile de verifier ä l'aide de (21) que ^v(w) <0 pour

1— r<u<Ui. Par consequent, etant donne que l'expression approchee de

^ir(u) ä savoir

Ma/2-l/4exp [(MX)l/2 _. („1/2 _ 3cl/2)2f/(1 _ r) 1

(22) ¥r(«) =-i-—--   m1'2 - x1'2
2z°'2+3/4x1'2(l - r) 1 r

+ 0[(1 - r)«i'*]}

entraine pour «1/2 = (1 + 5)x1/2, ou 6 est positive, fixe et aussi petite qu'on

veut, celle:

5(1 + 5)"+1/2           exp [- r*52/(l - r)\ .
±5)2 = ±~-'-       el(1±5) ——- 1 +0(1 - r) ,

on voit que les resultats acquis permettent d'ecrire
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(23) *r(«)=0{exp[- x52/(l- r)]/(l - r)} (« = 1 - r, | w1'2 - o*1'2)

et cela uniformement en « dans les intervalles e^«^x(l — 5)2 et x(l + 5)2

^m<oo, ou e et 5 sont deux quantites positives aussi petites qu'on veut,

choisies d'avance.

Nous pouvons conclure ainsi:

J» 00
yr(u)e-uf(u)du

o

/■« r* z(l-S)2 /» x(l+5)z /• oo

+       +       + =

0 "* « * 1(1-5)2 j 2(1+5)2 t=l

ou d'apres (23) on a, quelque petit que soit e,

lim j2 = lim ji = 0
r=l r=l

pourvu que Failure de f(x) ä l'infini assure l'existence de l'integrale definie

suivante:

(24) I /(«) I d«

Considerons maintenant l'integrale ji etendue ä l'intervalle (0, t). Nous

allons prouver que l'on a de meme Ikrwi/i =0, si Ton suppose que le produit

u"\f(u)\ est integrable ä l'origine. Soit, en effet,

(25) f u°\f(u)\ du <G.
J 0

II est facile de prouver que la fonction ^r{u) tend vers zero (quand r—*\)

plus vite qu'une puissance quelconque de 1-r On a montre ailleurs* que

l'on a, quelque soit u>0,

(7)        _(   -(a/2+1/4) (l+7)/2>
cr„   = 0\u n        I ,

(t^~i) designant la wieme sigma-somme d'ordre y de la serie-noyau du

developpement (10):

m i,    r(n-« + 7+l)       T(m + 2)      (a+i)      (a) . *
ff„      =  —  2-r--^"> l*Mi»fl(W.

_o r(» - m + l)r(7 + 1) T(m + a + 2)

Supposons que l'on Limite les valeurs de u par l'inegalite nu = 1. Dans ces

conditions on aura pour a < — 5

* Voir E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, sous presse, §5, (BL).
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crn    = 0(« ) (a < — I, » 1     « ^ e)

tandis que pour a Si — \,

(T) . (7+a)/2+3/4
<x„   = 0{n ) (a ä — l).

Posons

[~1 + 7    7 + a     3 '
it = max ->-

L   2 2 4.

On a par consequent, pour nu^l,

<r„   - 0(» )

et cela quelque soit a > — 1.

Pour «w ;£ 1 nous allons utiliser la relation*

m (2*1+01+7+3), . _ C2m+o+7+2).

(7)        Ö  (««)    jMin-m-1 f> + «)       £«-«-! (* + tt)\

~~'o   m!   I    r(w + a + 2) r(w + a+l) J

ainsi que l'inegalitet

(x) = 0 [e2/2w„/2-1/4x-a/2-1/4 ] _

Par consequent, on a revaluation suivante, le second terme entre les

parentheses etant en valeur absolue superieur au premier terme grace ä

l'hypothese nu^ 1:

M j  ^} (xu)m (fl - W)>»+(«+7)/2+3/4 V

** low!    (x + «)«+('»+i')/*+s/4r(m + a + l)f

/   a \m

// » \(«+7)/2+3/4 ! » U + I

IVs + m/ (x + w)1'2 o   w!r(w + a + 1) /

= 0(«(a+1,)/2+3/4),

car x+«^x>0. Par consequent, quelque soient «>-l et «^0 on a

M    *u 'S   ^F^ + ^ + ^l   ^r, wi
=0(w) = 0L«!r(M + i)J = 0^ ]

d'oü, en designant le terme general de la serie-noyau du developpement (10)

par w„ et vu que

* Voir E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, loc. cit., §5, (F).

t E. Kogbetliantz, Annales de l'Ecole Normale Superieure, (3), vol. 49 (1932), p. 149, (27).
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$(x, «; r) = Z "v" = (1 — r)T+1 Z o'l7^ :
o o

I *(», «; r) I =0 |(1 - r)7+1 ± Äff'} = 0[(1 - r)^].

Or,
["7—1     7 — a      3 ~|

7 — u = min ->-> N
L 2      2 4J

car quelque grand que soit le nombre iV, on peut toujours choisir 7 superieur

au plus grand des deux nombres 2N+\ et 2N+a+3/2.

Etant donne que Ton a

truua$(u, x; r)f{u)du,
0

on trouve immediatement le resultat cherche relatif ä l'integrale ji\

\ji I < (1 - r)1'2 f <r"wa I $(«, *; r) 11 /(«) | rfw
J 0

= o| (1 - r)w+»* J W I /(«) I d«| = o(l) (r -» 1)

sous l'hypothese de l'existence de l'integrale (25).

II ne nous reste qu'ä prouver que la limite de j3 existe et donne le saut

D(x) =f(x+0) —f(x—0) de la fonction f(x). II est evident que la difference

4>(u) = f(u) - f(x+ 0 sgn (u - x)) x)

tend vers zero quand u—>x. Ensuite l'orthogonalite des polynomes de Laguerre

entraine la relation

f'---*/      sa       y r(» + 2)f f" -, . <„
I   e  h <£(«, x; >•)<"< = — 2^ --*■"»    (•) I   e   M Ln+i{u)du = 0

Jo 0   T(w + a + 2) «/0

et l'on a par consequent

^r(u)e-"du = (1 - r)1/2 I   <ru«a$(«, x; r)<fo = 0,
0 Jo

ce qui permet de poser

e"u*-r(M)JM = Xr(x) = —   I e~u^r(u)du
x Jo

= — (1 - r)1'2 J   e-uW(j>(u, x; r)i«.
J 0
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U nous faut maintenant calculer la fonction \r(x). On a

(»+1)1 I   e Uu"L^+i(u)du - - n\e   x+ L(n + \x)
J o

car a > — 1. Par consequent:

W\ / 4 ^f'-'j       A        (it + 1)! (a+1) <„) n|
Xr(x) = - (1 - r)     I   c  « < - 2_, 1-r Ln     (x)Ln+1{u)r >du

Jo (.0   T(« + a 4-2) )

o   r(w + a + 2)

e-*x»+1e-2*'-/<1-'-> /2xrll2\

' 1a
(1 - r)1'2(a;rl/2)«+1

La formule (21) donne ä ce resultat la forme definitive suivante:

w.     expt-d-rw^/d + r'/»)]
=-0,   u,2- L1 + °(l ~ r)\>

2{irx)1'1

d'oü
1

lim \r(x) =-
,= 1 2(ttx)1'2

Ceci pose, nous avons

/<r(l+J)2
e-»*r(«)/(«)#

/i oo /» a:

e~u^r{u)du - f(x - 0) I e-u^r(u)du

i Jo

/i(l+8)2 /» oo

c-u4>(u)yr(u)du — /(x + 0) J e-u^r{u)du

/. iU-5)2 3

e-^r(u)du - Z «»•

Vu que la fonction /(w) = l verifie les conditions (24) et (25), nous avons

immediatement

lim t2 = lim £3 = 0

done

hm }i3 - \r(x)D(x)\ - hm <j3 - ——— > = lim *i
r=l r-J  (. 2(-Kxy>1) r-l

OU
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/i z(i+a)s
e~"4>(u)^r(u)du

avec <j>(u) =f{u) — f[x+osgn (u — x) ]—>0 pour u—>x. Par consequent,en choisis-

sant 5 suffisamment petit on peut rendre la borne superieure de 14>{u) | dans

l'intervalle [x(l — 8)2, x(l+5)2] aussi petite qu'on veut et cela prouve que

l'integrale i\ est aussi petite qu'on veut en valeur absolue si l'on a

e(1+o)2

)\du = 0(1).I *r(«
x(l-J)»

Or, la formule approchee (22) prouve que pour x fixe et u compris dans

l'intervalle [x(l-ö)2, x(l + 5)2], on a

t r I Mi/2 _ ^1/2 I -j\

= O jexp [- (u112 - x1'2)2/(l - r)jT 1 +-LJ|,

ce qui permet de conclure ainsi: posons t = ull2 — x112; alors

I *r(«)| du = 0 I J     exp [- /2/(l - r)]^l +--jdt | = 0(1).

On a demontre ainsi que

lim ii = 0,

et par consequent
D{x)

lim {(1 - ryi2PL{u, x;r)) = limj, =
»■ = 1 r=l 2(Tr#) 1/2

II est interessant d'observer que la m£me methode nous fournit une

preuve facile du resultat enonce par Einar Hille,* relatif ä la sommabilite

* E. Hille, Proceedings of the National Academy of Sciences, vol. 12 (1926), pp. 261, 265, 348.

S. Wigert, Arkiv for Matematik, vol. 15 (1921), No. 25, a donnee une demonstration pour le cas a = 0

en supposant quef(x) soit continue et satisfasse ä une condition semblable ä (24) avec e~" remplacee

par e~au pour tout a>\. Hille remarque que le procSde de Wigert s'^tend au cas general et il donne

les formules necessaires pour cette extension. Le noyau F,(u, x) se trouve aussi dans une note de

G. H. Hardy, Journal of the London Mathematical Society, vol. 7 (1932), pp. 138, 192.

II faut encore remarquer qu'il s'agit d'une generalisation du procede d'Abel-Poisson dans (26).

En effet, l'hypothuse (24) n'assure l'analyticite de l'integrale de Poisson que dans le cercle | r—j| < J.

II s'ensuit que la serie d'Abel-Laguerre, obtenue en appliquant ä la serie (2) la methode de sommation

dAbel-Poisson, ne peut etre convergente pour aucune valeur de r^O. Quand on remplace dans (24)

e~"par e~au,l'analyticite est assuree dans | r— l + l/(2a)[ <l/(2a), et, si a<l, la somme de la serie est

donnee par l'integrale de Poisson pour \r\ <min (1, i/'a—l). C'est done seulement pour aSi qu'on

peut parier de la sommabilite Abel-Poisson au sens ordinaire. Pour la situation correspondante dans

la theorie de la serie d'Hermite voir les travaux de Hille dans Annals of Mathematics, (2), vol. 27

(1926), p. 427, et Mathematische Zeitschrift, vol. 32 (1930), p. 422.
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du developpement de Laguerre (2) en un point x>0 par le procede d'Abel-

Poisson et dont la demonstration, semble-t-il, n'a pas ete publiee par l'auteur.

II s'agit de prouver que Ton a

(26)

ou

/» 00

e-"Fr(u, x)f(u)du = £[/(* + 0) + f(x - 0)J
o

ua'2exp [- (x + u)r/(l - r)]    ( 2{uxrY'\
(«, X) = ■-1a ( - I

(1 - r)(xr)°l2 \   1 - r )

'1 — A" exp [— (x + u)r/{\ — r)]

\ 2xr ) 1 - r
T •Ia(r).

Or, on trouve pour la derivee de Fr(u, x) par rapport ä u l'expression

suivante:

d Fr(u, x) . J r V'2
-Fr(u, x) = -p-L {la_x{T)x^ - /„(t)(™)1/2}(-)
du 1 — r \ u /

d'oü pour u^e la conclusion suivante: dans l'mtervalle infini (e, «>) la fonc-

tion Fr(u, x) est positive et ne possede qu'un seul maximum, dont l'abscisse

estu = u0 = x+(2x+2a-l)(l-r)+O[(l-r)2].

Ce maximum Fr(uo, x) tend vers + <x> quand r tend vers l'unite, mais on a

Fr[x(l + 5)2, x] = 0<-> ,
L I      (x(l - r))"2 )

d'oü immediatement

/i z(l— ä)2 /» oo

e~uFr{u, x)f{u)du = lim  I        e~uFr(u, x)f(u)du = 0
e f=l  J i(l+J)2

sous l'unique hypothese (24). De meme l'hypothese (25) assure

lim  I   e~"Fr(u, x)f{u)du = 0,
r=l J0

car pour O^u^e on a u~aFr(u, x)e~u = 0[(l — r)N], le nombre fixe N etant

aussi grand qu'on veut. Enfin, quant ä l'integrale

r(l+8)

e~"Fr(u, x)f{u)du,
»(l-i)l

la formule approchee

/id

id-

M«/*-i/<exp [-        - *i/«)V(l - r)}( (\ - r\\
e-uFr(u, x) =-< 1+0 - >

2{xryi2+^Ml - r)y>2 \        \ *l« /j
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prouve que l'integrale du produit e~u\ Fr(u, x) | est bornee:

/' x(l+5)2 e~u I Fr(u, x) I du
x(l-S)2

1 + 1) r1(1+5,2    r , du
=- exp - (m1'2 - *i/*)V(l - r) -

2(1 + ,) i»*Wc*-»»W
=      1/2 e-^ = 0(l) (r.-r»l)

ce qui acheve la preuve de (26).

2. SOMMATION (C, 5) DE LA SERIE (3)

Pour demontrer la relation

r r(a + l)
(7) lim-— =---— D(x0),

n 1/2

(27r)i/2r^8

ou/„(5)(x0) designe la raieme moyenne arithmetique d'ordre 5 de la serie di-

vergente

(3) - £ -4^- [\-»2Hn+1(u)f(u)du,
n=o 2"m!7r1'2

observons que l'on a

e-"25lä)(M, xo)J{u)du,
-00

Sn(5)(w, x) designant la moyenne arithmetique d'ordre 6 de la serie-noyau de

(3), c'est ä dire de la serie

• Hn(x)Hn+1(u)

(28) - E ~0
0 2"«!7T1'2

Cette moyenne 5»(8)(«, x) verifie* les deux inegalites suivantes:

/g(^W)/2w(l-5)/2^

(29) s„ (m, x) = o-j —j-mr-f       (° = M < 00;5 = °s I x\ = <*)>
— (K I «+l

„w2/2Ml/2

(30)   S» («,*)-O |-j—1 (I w| =■ e»1/2;5 ̂ 0, | x\ g a),

* VoirE. Kogbetliantz, Annales de l'Ecole Normale Superieure, (3), vol. 49 (1932), p. 172, (62),

p. 173, (65).



28 ERVAND KOGBETLIANTZ [July

ainsi que celle:

(31) S(J\u, x) - 0(ne^+»2>'*)

valable quels que soient u et x et dont la preuve qui suit est basee sur 1'in-

egalite

Hn(x) = 0[«-1/V2'2(2"w!)1'2].

En effet, en posant

t\A™T(8 + 1) = r(» + 5 + 1)
on a

m -1   "    (s) Hm(x)H^(u)
ön [u, x) =-y.A„_m-

A^   o 2™OT!7r1'2
n

P   _5 (i2+„2)/2    "     AS) 1 (z2+„!)/2
= 0|^«  e 2^^n-mJ=0(«e

Ceci pose, soit d'abord 5>0, le cas 5 = 0 etant ecarte pour le moment.

On peut ecrire d'apres (27)

fn\x) _ l r- = j_ r-4 +_i_ r-«

«1/2        »1/S«/r«     «1/2J-oo nx^J-A

l   fA      1   r<° *+ —      +—     +— I - £/*.
(32)

la fonction sous les signes somme etant

e u slS\u, x)f(u)du.

Les inegalites (29) et (30) entrainent:

I l c ~enU2    l r ~A   - 2

r r_e"1'2  i ,    ,   du i

-°[L ^/2|/(m)iff+tJ

+ 0[f   '   e""2/2l/Wl 8/2^l8+il
L J-eV'* «5'2 I U |5+1J

= o[£%-»2/2i/wi]^Tr]<,

quelque petite que soit la quantite positive -q choisie d'avance, pourvu que
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le produit e~"2/2|/(«)| |w|~C2ä+1) soit integrable ä l'infini, le nombre fixe A

etant suffisamment grand: A ^A0 = A0(77). On trouve egalement |/6| <v,

ces deux resultats relatifs ä Ji et Js etant rendus possibles par l'hypothese

de l'existence des deux integrales definies que void:

/—a du C00 du
^ e~"2'21 m 1K G'   I e""2/21   1 ̂ K G-

Ensuite l'inegalite (29) nous donne

.   1     1   rA _„2. (j)       ,. .
I Jt I ^-        I     e    I Sn (u, x) I I /(w) I du

ninJ x+l

= 01—— fA I /(«) | <*« j = 0(«-J'2),

la fonction/(w) etant par hypo these sommable (L) dans tout intervalle fini.

De meme pour /2 et par consequent on a, si 5 >0,

lim /2 = lim J4 = 0.

On constate ainsi que pour 5>0 la difference

/» (*)(») 1     fx+t  _„2 (5)
—-— e   Sn (u, x)f(u)du
1/2      nll2J x_e

peut etre rendue aussi petite qu'on veut en valeur absolue en choisissant

d'abord A ensuite n suffisamment grands, ce qui veut dire que Ton a pour

tout 5>0

f*\x) 1   rz+' _u2 (ä)
lim- = lim J3 = lim-       I      e   Sn (u, x)f(u)du.
„=»    n112        «=» n=*nxl2Jx_t

Posons, pour u = x, 4>{u) = 0, et pour uy^x,

<t>{u) = f(u) — f(x + 0 sgn (u — x))

et soit 0(e) la borne superieure de | </>(«) | dans l'intervalle (x—e, x+e). On a

evidemment
lim 0(e) = 0.

On peut ecrire

1   /•*-«_,,,„, /(* + 0) r» _u2 f8)
j3 =-       I      e   dn (u, x)4>(u)du -\-I   e   o, (u, x)du

nll2J x_t n1'2    J x

(34)
, /(* - o) r        w ,

H-I   e   i„ (?<, x)aw — /ö
«1/2    J_,
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OÜ

f(x + 0) f» ^ w fjx - 0) r~< L+ (.)
/6 =- I     e   S„ («, x)aw H-I      e   £„ (m, x)du.

n112    J x+l n112    J _x

L'inegalite (29) nous donne pour ö>0

7(* + o)| rM dun/(, + 0)i rV,

+

X+,    (« - *)*+!

/(* - 0) 1 f-'^.,,,      du \

>2   J-x 6 (x-uy+'j«8'2      J_M (x-uy+1

c'est ä dire /6 = 0(w_5/2), ce qui prouve que Ton a

lim J6 = 0.

Ensuite

I    1    /•**-•      , -«»<«),      . ,   I 0(e)
— I      <£(w)e   Sn (u, x)du   ^ -        I      I Sn iu, x) I ^w.

n1,2Jx-.. nll2Jr-,

Soit
11+J (J)

5n (w, x) I (2m--Lf
I      /» i-n-l/2 I      /» i+n-1/2 J      /• x+t 3

" z^2 J x-<       +n~Ü~2J ^-m   + «M J jLpW  " S *■

On peut appliquer aux integrales ini et in3 l'inegalite (29) tandis que j„2 exige

l'application de l'inegalite (31):

t/» i+n-l/2 -1

W1'2 tfe    - 0(1),
J *-»-** J

et de meme i„i = 0(l), zn3 = 0(l), car par exemple

1     r r00    du "I
*-„i =-0 «»-f>'! - =0(1).

Par consequent, on a etabli que z„ = 0(l), d'oü

J f**« -«
re1
— f     e "V(w)^%, *)<** = OMe)] = 0[9(e)] =

pourvu que e soit assez petit: e^e0 = e0(t;).

Observons encore que grace ä Porthogonalite des polynomes d'Hermite

on obtient
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ln ' J e   Sn\u, x)du
An—mHm(x)...Hm{x)   f <° _„2

An   I   e   Sn (u,x)du = — >, - I   e   Hm+X(u)du = 0,
sbr1/2 «/_«,

ce qui permet de poser pour 5 SiO

7»> W =   I   8   \ («,        = —   I   e   Sn (u, x)du.

Les remarques faites conduisent ä la conclusion suivante:

lim Is = [f(x + 0) - /(* - 0) ] lim

.<»>, ■.
Jn (x)

»= =o n 1/2

Pour calculer la limite figurant au second membre il suffit d'utiliser la

definition meme du polynome d'Hermite:

e~"2Hm+i(u)du = —
dme~u

dxm
- e~x Hm(x),

et par consequent

Jn   W      AWZ.A~> 2mmWW

2 —«2 (8)
Hm(x)       e   crn (x, x)

ou ct„(S)(m, x) designe la meme sigma-somme d'ordre 5 de la serie-noyau de

developpement (1). Or, on a

"  Hm(x)Hm(u) exp[- («2z2 - 2uxz + xh2)/(l - z2)]

2mmlir112

d'oü

1Tl/22^ ffn   (x, x)z =

l/2(! _ s2)l/2

exp [2x2z/(l + 2)]

o (1 - z)s+3/2(l + z)1'2

Vu que Failure du second membre pour z—>1 est celle de la fonction

(27r)_1/2(l — z)-6~il2exi tandis que pour z—> — 1 cette allure est celle de la

fonction 7r-1/22-5-3/2(l+z)-l/2 exp [2x2z/(l+z)] on peut obtenir l'expression

approchee de o-„(S) (x, x) en developpant suivant les puissances de z la fonction

auxiliaire:

- {0(1) - (1 - z)0'(l) + • • • }
(1 - z)M

exp [2x2z/(l + z)]
+

(1 + z)1'2
{*(- l) + (l+z)0'(- 1) +
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cu l'on a pose
exp [2x2z/(l + z)l

4>(zW* =

tiz)*1'2 =

(1 +z)1/2

1

(1 - z)5+3'2

On trouve ainsi la formule approchee, valable pour 5 > — 1:

Ää>(*V'2 = e~V:\X, xW>2 = r>2M„<{+1/2)0(l) -

+ ••• + (- l)nL(n"1/2,(2x )^(- 1) + • • • } .

L'erreur etant inferieure en valeur absolue au premier terme rejete, on

en deduit pour 5 ̂  0 et grace ä l'inegalite verifiee par le polynome de Laguerre

. (5+1/2)

.w, A
Jn (x) -

(5+1/2)

J_{l + oö+0<(>-«,}

d'oü enfin

/:\x) r(s-t-i)
I™ —— = —- (5^0),

mil* 'K4 (2t) 1/2

et cela acheve la preuve de la relation (7) pour 5 >0.

jsö> Pour donner un exemple considerons la serie d'Hermite de la fonction

/(*)mi sgn (x~a)* qui Iait le saut D(a) =1, etant egale ä +1 suivant que

x < a:

e-' » Hn(a)Hn+i(x)1 1 a e~a M

— sgn (x — a) =-I   e~"2du-XI
2 TT1'2J0 x1'2 ott1'2 V   2"+10 + 1)!

Derivee terme ä terme par rapport ä x elle nous donne la serie-noyau du

developpement (1) et en designant la somme partielle de cette serie-noyau

par o-„(0)(m, x), on obtient pour x = a l'expression

2

,(0) ,  „ -a2   (0) .        . -a"-  A Hm(a)
/„ (a) = e   o-„ (a, a) = e 2v

2"«!x"2

La formule approchee pour e_IV„( 8)(x, x), que nous venons d'ecrire,

devient pour 5=0, x — a,

* E. Kogbetliantz, Annales de l'Ecole Normale Superieure, vol. 49 (1932), p. 197, (81).
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^'Vd - ^-i/2V(d + ••• + (- l)"z:-1/2)(2aV(d +

d'oü, vu que e~"2<t>(l)(2wyi2 = 1,

(1/2)
• n

(27)

/1/2)   I- /   2x / s-

et par consequent

AO) (1/2) 1/2
/» (a) 1 An 2

(35) lim-=-lim-=-
„=-     W1'2 Vir)1'2«-«,    u1* X

Appliquons la relation (7) avec 5 = 0. On trouve:

r r(1)g(o) 21/2
(36) hm-— = ——-=-D(a)

„=„   nln / 3\ x

et l'on voit en comparant la relation particuliere (35) ä celle generale (36),

qu'on a determine bien exactement D(a) = 1 dans le cas 5 = 0 pour la fonc-

tion

f(x) = § sgn (x- a).

Nous allons maintenant etudier le cas general, ou 5=0. On a, en decom-

posant /„( 0)(x) d'apres (32) en cinq integrales Ik, k = l, 2, 3, 4, 5, le meme

resultat que pour 5 > 0 en ce qui concerne les integrales Ii et 76 pourvu que

le produit | u\ _1e~"2/2|/(w) | soit integrable dans les intervalles ö= \ u\ ^ °°.

De meme on va voir que I2 et It tendent vers zero quand n—aussi pour

5 = 0, si/(x) est sommable (L) dans tout intervalle fini. Seulement dans ce

cas, 5 = 0, nous devons utiliser la formule approchee:

(0) e(*2+u2)/2wl,2/ , /   1 \]

(37)     Sn \u,x) = -—-— ^cos [(«- x)(2nyi*\ +0 —H
(u — x)ir  { \n112/)

valable pour toutes les valeurs finies de u et de x.

Cette formule est facile ä deduire de l'expression approchee:

e(x2+u2)/2 rna-3H

g„(a, ß) = —[4-* cos (2dn^ - (a - J)xj + 0(n~^)]

nß-3/4 •>

+ (- 1)"- [4-« cos (25«1'2 - 03 - i)x) + 0(ra-1/2m
_y 2ß—1/2 I

demontree ailleurs* pour le coefficient gn = gn(a, ß) du developpement

* E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, loc. cit., §3, (G).
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G';\z) = (1 - z)-2"(l + z)~2ß exp [- d\/(l -z) + »V/O +:»U'»X S«z"-
o

En effet, on a, en comparant la fonction genera trice de la suite Snl 0)(m, *)

-   „ (0)/     .      2(« - xz) exp [-^V(l - z) + s*z/(l + z)]
2,2 0»   («, X) = -
o (l - 2)5/2(i + zyw

ou 2il2d= \ u—x\, 2ll2s = u+x, ä la fonction G^\z), on trouve

•t   2-, 2 S„ (M> *) = (« — x)Gi/4 (2) + (w + x)Gsli (2)
0

d'oü la formule (37), car

i/2 (o) / 5    1 \ / 3    3 \
x  S„ (w, *) — (« — x)g„ I —, —j + (u + x)gn ( —, — j.

On a, en effet, grace ä (37) et pour 5=0,

1   rA -«2 (o)
Ii =-       I    e   Sn (u, x)f(u)du

n1/2J x+,

e*2'2 rA                    J                   , du
=-I    e-« ,2f(u) cos [(« - *)(2«)1/2]-

TT    J x+t U — X

d'oü
lim Ii = 0,
n= «

vu que /(«) est sommable (L) dans tout intervalle fini. On trouve de m£me

lim 72 = 0
n— «>

et il ne nous reste qu'ä etudier 73, car

fn\x) 1      CX+'  -vfi (0)
lim-= lim I3 = lim -        I      e   Sn (u, x)f(u)du.
... „=»       ... »M»J

En decomposant Z8 d'apres (34), occupons nous d'abord du premier

terme de cette decomposition, ä savoir

1   rx+t      -uä co)
ti =-       I      <}>(u)e   Sn («, x)du

nll2J x_e

oü dans l'intervalle | u—x\     on a pour e—>0
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I *(«) I = I /(«) -f(x + o sgn (« - *)) I = 0(«) -» 0.

L'inegalite (29) qui pour 5 = 0 s'ecrit

prouve que Ton a pour e suffisamment petit

U, x+t du 1

i-e I M — * I J

si le produit \(u—x)~1<f>{u)\ est integrable au voisinage du point u = x.

Cette condition que Ton peut noter,

/+« duI /O + u) - f{x + o sgn u) I -r—p < G,
\u\

et qui est süffisante pour le moment, est verifiee, par exemple, si Ton a pour

*-*0

^+«-/(» + ,T|[)-o[(logTir)"W"]

le nombre fixe p etant aussi petit qu'on veut, mais positif.

Etudions ensuite le dernier terme h dans (34). Pour 5 = 0 ce terme

s'ecrit

Is = ————- f   e " Sn\u, x)du + —- /*    #"* Sn°\u, x)du.

Les inegalites (29) et (30) eliminent immediatement les parties infinies

(—oo, —A) et (A, oo) tandis que pour \u\ SA, \u—x\ on peut utiliser

la formule approchee (37). On demontre ainsi que l'on a

lim h = 0.

On a ainsi

fm(x)                                         jm(x) 2m
lim J-~^- = U(x + 0) - f(x - 0)] lim -D(x),

ce resultat etant acquis dans les hypotheses suivantes:

(I) fix) est sommable (£) dans tout intervalle fini;

(II) fix) verifie la condition (33) avec 5 = 0;

(III) fix) verifie la condition (38).

La condition (38) peut d'ailleurs etre remplacee par une autre, si l'allure
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def(x) au voisinage immediat du point x est teile qu'en posant pour u=x+t,

\t\ ^6,

t<j>(x + t) = #(/) = t[f(x + t) - f{x + o sgn /)] =   f x(u)du
J o

on puisse definir une fonction xW verifiant la condition

(39) f ' I x(«) \duSAt
* o

ou A est une constante positive aussi grande qu'on veut mais fixe. Supposant

remplie la condition (39), donnons nous un nombre fixe 9 aussi petit qu'on

veut et positif et soit N assez grand pour avoir 3A-21I2<N6.

La formule approchee (37) et l'inegalite

(40) I sTiu, x)\^± Ig-Wg-»MI = o^U/,)
o 2mmlT112

permettent d'ecrire en decomposant ti en trois termes:

l l r*-»i»Ui     f.***i*t     rx+t   1      -m to)
Ti = ~rrJ\\       + + sn\u,x)du

_ f   \      //   i ttt

Gräce ä (40) on a immediatement

i,l                .       .        2iV r
t"  g- max       0(«) 10(n) -        = 0<     max       <j>(u) }

done
lim t" = 0,

«=oo

car iV est fixe. Ensuite la substitution u = x — t nous donne

t'" =- e*'-*i*f(t) cos (/(2ra)1'2)-hO ——
77 JjV/n1'2 < L  «1/2 J

=- cos 0(2»)— + o(l) + o(e)
TT J N/n"* t

et il suffit de prouver que le premier terme peut etre rendu aussi petit qu'on

veut en valeur absolue si xGO verifie la condition (39). Integrons le par parties:

1   C     cos (t(2ny2) N     / N\    /N\ fe
—j —z—ww^—jk—Ma—*)- ut)x(t)dt

v Jjv/n1'2 t «1/2    \n112/    \n112/      J N/nm

en posant
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#„(/) =        u~* cos (u(2nyi*)du.

Mais, il est evident que la fonction§n{t) verifie l'inegalite \&n(t) \ gw_1/2/_221/2,

car

1   T£      ,..sin (£(2rc)"2) - sin «(2W)"2)

<2(2«)1'2
cos (t(2nyi*)dt =

Par consequent, tenant compte du fait que \j/(Nn~112) tend vers zero quand

»—>°o, on trouve que la partie integree est o(l) pour n—»<» :

Quant ä l'integrale, on peut ecrire

I f" U0x(t)dt I = (-Y'2 f  r21 xit) I dt
I J JV/n1'2 I       \ n /      «/ jv/n1'2

/2\!'2n if, I*
= ( — )  \ — I   I x(«) I <*«

+ 2 f '     4 f ' I X(«) I <*«}
J 2\l/2 „1/2 / 2\l/2 /•«

SO(r"H4- -+ 21—)   4 | —
\n)      N       \n)      JN/nV2 p

3A21'2
= o(l) H-< o(l) + 8 < 2d,

N

pour n sufSsamment grand.

3. SOMMATION (C, 5) DE LA SERIE (10)

Considerons la serie-noyau de (10),

(41) - 2, ——;-—-      (x)Ln+1(u) ~ o M*),
o r(» + 0 + 2)

et designons par 5„(S,(m, x) ses moyennes arithmetiques d'ordre 5. Celles

fniS)(x) de la serie

ftlW f T(n + 2)Lna+1\X) /•« „ _„
(10) - 2^ ———;-: 77 Ln+1(u)e  u f(u)du
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s'expriment ä l'aide des 5„( S)(u, x):

(42) fn \x) =   I   « uu"snS\u, x)f(u)du.
J o

Les moyennes 5„( S)(u, x) verifient* les inegalites

(J) ( e(x+u)/2w(l-8)/2 -V

(43) Sn (u,x)=0\-;-j-}
1(mx)"/2+i/4| w1'2- x^l^x1'2)

(0 g u g oo, S = 0, 0 =" x g a),

(8) /    e \
(44) 5„ (w, x) = 0(-)     (« =■ e%, 8iO,Ogi<«),

ainsi que celle
(8) /    e^+x)t2n \

(45) Sn («, *) = Of-) (« =S 0),
VC«*)«/«-1'«*1'»/ "f "

dont voici la preuve pour «et« quelconques et 5 = 0:

i CW,       \ i       r j W-i—1        . (')        T(w + 2)    ,    (a+l) (a)
I Sn («, x) I = L4„ J   2u ——j-— Lm (x)Lm+1(u)

o T(m + a + 2)

„{   -<v   ^ <8)  /       i    iN-a ,    „Na  -a/2-3/4 -a/2-1/4)
= Os «  2^ ^4n-m(w + 1)   e        (m + 1) x        u >

,   -8  (x+U)/2 -a/2-3/4   1/2    (8+1) , t      e(x+u)l2n \

= Oln e        (xu) u  An     } = 0{-> .
1 '        1 («»*)•«**'«**/■#

Decomposons dans (42) l'intervalle d'integration (0, °o) ainsi:

fn\x) t ' /       1 \        / 1 \

, , hs—saS. -*->-£*"(w+(r')
(46) r , n

+  [,, x(l - 6)2] +  [x(l - ,)»,   *(1 + «)«] +  [x(l + €)2, A]

+ p4, e2«] + [e2Wj oo ]

et supposons que f(x), sommable (L) dans tout intervalle fini, verifie en

outre les deux conditions suivantes:

(47) f   e-«/2Ma/2-3/4-8 J \du<G,
J a

(48) f uP\f(u)\du <G,
_ J 0

* Voir E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, loc. cit., §5, (BL) et (F), dont on

deduit facilement (44).
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oü le nombre ß est egal au plus petit des deux nombres a et (a+S)/2 — \,

done
a + 8     1 1
-pour 5 ^ a H->

2        4 2

a pour 5 = a + — •

On a vu dejä au §1 que la sigma-somme d'ordre 5, o-„( S)(u, x), de la serie-

noyau (41) verifie pour Ogwgl/w l'inegalit6

<*>/       \ (a+8)/2+3/4. / .1 \
<7„ («, *) = 0(« ) f 0 g « £ — ; 5 =• Oj.

On en deduit pour 5„({>(«, x) l'inegalite correspondante:

(8)
(»>,         .          <*n . (a-J)/2+3/4

S„   («, x) = - = 0(« ),

n

ce qui permet de conclure pour 5 ga+J ainsi:

/i = o|-^ J* • I /(«) I n^i2+3'*du j

= 0{ J*0' (w«)(o,~{,/2+1/4M(a+5)/2_1/4l/(M) u«|

= °{ / ' M<a+ä,/2_1/41 /<*) UM} •

Au contraire, pour 8>a+% on trouve:

/, - O j„(«-8)/2+l/4 J   '  ua I y(M) I </«|   = 0| J"   '  «» I /(«) I d«| .

Dans l'intervalle (1/ra, tj) nous avons d'apres (43):

(8) (       „d-ä)/2     •) / 1 \

d'oü, x etant fixe et positif:

/w(l-5)/2 ]

/s = °{~nT^J1/ «"/2-1/4l/(M)U"J'

= 0 j («M)-{/2«t(«+S)/2-l/4 I /(«) I = 0| «(«+«)/2-I/4 I /(«) I du^ .
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Par consequent, quelque soit 5 = 0 on trouve que

/, + J2 = o|J* m"| /(m) I rfw j

et l'hypothese (48) entraine la possibilite d'obtenir l'inegalite

(49) j >i -f Jt j $ «

quelque petit que soit co>0, en choisissant 77 suffisamment petit: 77 = 770

= 77o(w).

Pour evaluer les integrales J3 et /6 nous allons distinguer deux cas: 5 > 0

et 5=0. Dans le premier cas l'inegalite (43) donne immediatement

j3 = o|_L J (   '  w(i-s)/21 y(M) j dM| = 0(W-5/2)

et de meme pour /B; done pour 5>0 on a

(50) lim J3 = lim Jb = 0 (5^0).
n— oo n=oo

Dans le second cas, 5 = 0, on est oblige d'employer la formule approchee*

(0) e<*+">/%i/2[cos (2(m1'2 - x1'2)«1'2) + 0(«-1/2)]

(51) .S„ (m, x) =-
27rMa/2+1/4Xa/2+3/4(M1/2 — x1/2)

II suffit de considerer J3 et gräce ä cette formule on a, apres la substitu-

tion u^ = {l-t)xxli:

J3 =- I ¥(*, 0 cos (2t(nXyi2)dt + 0(»-1/2),

ou
*(*, 0 = e*'-(2/2(i - 0"+l'*rv[*(i - *)2]

est sommable (L) dans l'intervalle [e, 1 — (y/x)1'2].

On justifie, par consequent, le resultat (50) aussi pour 5=0.

Dans l'intervalle (A, e2«), on obtient ä l'aide de l'inegalite (43)

78 = 0|»-5'2 j       e-«/2M(a-5)/2-3/4 | y(„) |

" °{f      «~U/2Ma/2~5_3/4 I /(«) I j

tandis que l'inegalite (44) entraine

* Voir E. Kogbetliantz, Journal of Mathematics and Physics, loc. cit., §6, (21), oü SiS) est

designe par dL^ /dx.
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/, = 0 j g-U/2Ma/2-ä-3/4 | | ^ .

L'hypothese (47) permet ainsi d'obtenir l'inegalite

7a + Ji = o|J* e-«/2M«/2-5-3/41 y(M) I rfM| = w

quelque petit que soit «>0, en choisissant le nombre fixe A suffisamment

grand: A =^40 = ^4o(w).

Ce dernier resultat joint ä (49) et (50) permet de conclure

fn\x)                        1   r *<1+«)2 -Vi w
lim- = lim Ji = lim-       I e  u Sn (u, x)f(u)du.

Soit

<£(«) = /(«) — /(x + o sgn (m — x)).

Pour evaluer la limite de l'integrale Jt nous la presentons ainsi:

/(x + 0) f _„    t<) /(x - 0)       _„ w
j4 =- I   6  w on [u, x)du H-I   e  u on (u, x)du

n1'2    J x n112 J0

I  r1(1+4,2     _„ „ (j)
H-I <j>(u)e  u Sn (u, x)du — Js,

n1'2 J x(i-,)t

ou

/(x + 0) r*     - . <,)               /(x - 0) r-^2_M . w
Js =- I        e  « o„ (w, x)<zw H-I e  u Sn (u, x)du.

Observons qu'en vertu de l'orthogonalite des polynomes de Laguerre on a

I   e  m 6„ (w, x)du
J o

"    r(« + 2)   AnL   (a+1)     /•-_ .ft,,
= 2^ ——;-7~Z:"~rzr'Lm    W      e  uLm+1(u)du = 0,

o   T(m + a + 2)  A<d> J0

ce qui permet de definir X„( 5)(x) ainsi:

v(,)/ ^          1   CX      V5V     U        1   f * - »c"V ),a„ (x) =-I   e  u bn (u, x)du '- -        I   &  u on (u, xjdti.
nll2J0 nll2Jx

La preuve du resultat cherche, ä savoir:
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r(. + T)

exige la determination de la limite

£ = lim X„ '(a;)
n= «

et l'etude des deux integrales 78 et 79, la derniere etant definie par

l  r *<1+«>s _„ . (i,
Ji =-       I e  u Sn (u, x)4>(u)du.

n1'2 J x(i-«)2

Vu que la borne superieure ö(e) de la valeur absolue de <j>(u) dans l'intervalle

[x(l—e)2, x(l+e)2] tend vers zero avec e, on a dans le cas 5>0 et grace aux

inegalites (43) et (45) le resultat

(52) /, = O[0(e)] < co

si e est suffisamment petit: ege0 = e0(o)).

En effet, decomposons l'intervalle d'integration en trois intervalles:

* - ̂C- <* - ')* *(i+<),! - [*« -   - £)1

3

=  S **•

L'inegalite (45) nous donne, etant donne que |c6(m)| = 0(«),

0(e) rx(

rU-n"1'2)2

0(e)   /• x(l+n-l/a)J

i2|g— 0(n)d« = 0[9(e)],
» '   J s(l-n-l'2)2

tandis que celle (43) appliquee aux integrales ii et i3 conduit ä ecrire, en

employant la substitution ull2 = (l+t)x112,

ii +»3 = 0 [»-«/* f '    0(e) -^-1 = O[0(e) ] (5 > 0),

ce qui acheve la preuve de (52) pour 5>0.
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De meme le terme /8 est facile ä evaluer, si 5>0. L'inegalite (43) donne

en effet pour 5>0

1, = ojV8'2 j «r»'%^'»-«*a«J = 0(»-j'2)

done on a demontre le resultat cherche,

(53) lim Js = 0 (5 =• 0)

pour 5>0. C'est le cas 5 = 0 qui exige une analyse plus approfondie bas6e

sur la formule approchee (51). Soit done 5 = 0 et supposons qu'au voisinage

immediat \u—x\ = y du point u = x la fonction/(w) verifie la condition (38),

c'est ä dire l'integrale definie

x+y ,      , du

-r<G/x+y

existe. Dans cette hypothese (38) et grace ä l'inegalite (43) on obtient im-

mediatement
/ p i(i+<)2 du }

J9 = 0!   I I o>(«)| -r—r}  < CO,

quelque petit que soit co>0 pourvu que e soit assez petit: e = e0 = e0(co). Quant

au terme Js on trouve gräce ä (51), en posant (w1/2 — xxn)^(u)eul2 = wl2~lli:

lirJt = - x-«n-3i4exi2 lj(x + o) f      Up) cos \2(u"2 - «u^mm]iu

/.*(l-02 -v

+ f(x - 0) J ^m) cos [2(«1/2 - x1/2)^/2]^ + 0(rr^)

+ 0^« 1/2 J* e      I Sn°\u, x) j cfwj.

Vu que £(M) est sommable (L) dans les intervalles [0, x(l— e)2] et

[x(l+e)2, yl] on constate que les termes entre les parentheses tendent vers

zero quand »—»°o.

Quant au dernier terme, les inegalites (43) et (44) permettent de l'ecrire

ainsi:

0<n      I   «  « |5n («, j)|(IM> =0<       e    m dw > < CO

pourvu que le nombre fixe A soit assez grand: A =^40(w).

On parvient ainsi dans le cas 5 = 0 sous l'unique condition (38) au resultat:



44 ERVAND KOGBETLIANTZ [July

fW(x)
(54) lim = [jfx + 0) - /(* - 0)] lim \n°\x) (5 = 0)

n=<o    W1/2 »=»

demontre dejä pour 5>0.

Observons que la condition (38) peut etre remplacee par celle (39). Sup-

posons que l'allure de /(«) au voisinage du point x permet de definir une

fonction xCO verifiant la condition

(39) f I x(«) I du = At

et teile que

t<t>(x + t) = f       + t)-f(x + o -TJT^\ = J x(u)du.

Decomposons l'intervalle d'integration dans

1 /.z(l+«)2

J9 =-        I e  u S„ (w, x)<j>(u)du
nm J i(i_e)2

en trois intervalles partiels ainsi:

/, = [*(1 - e)2, *(1 + e)2]

+[* 0+^)2' *a+t)2]=ji+*+

le nombre A7 etant sumsamment grand pour avoir 4^4 <irxuN, oü w est une

quantite positive choisie d'avance et aussi petite qu'on veut. L'integrale j\

est facile ä evaluer ä l'aide de l'inegalite (45). On obtient ainsi, tenant compte

du fait que la borne superieure ö(e) de |t/>(w)| dans l'intervalle [x(l— e)2,

#(l+e)2] tend vers zero avec e,

r / N\ r ^1+Nn-Ui^  1        V / N\lh - 0[»-'4-) Ji(|_*«J - o[»(-)J - „(»,
c'est ä dire

lim 72 = 0.
n m oo

II suffit de considerer ensuite j3, car le meme raisonnement s'applique ä j\.

A l'aide de la formule approcb.ee (51) et de la substitution uin = (l+t)x112

on donne ä j3 la forme suivante:
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1       C 1    r n dt /l0g»\
73=- [1 + 0(*)]*[*(1 + *)2]cos(2/(«x)1/2) — + 0 ( — ]

1 re n ft /iog»\
=-TT; 0[x(1 + 02]cos(2^x)1/2)— + Ol—) + O[e0(e)].

Or,

/■ x((2+() x(m)öJm
0

entraine grace ä la condition (39) que nous supposons remplie

+t)2] = — X(«)d« + O(0
2x/ J o

d'oti par consequent

-I + *)2] cos (2t(nxyi2) —
TX112 J Nn-Ut t

if dt r x"-2+t)
" _ V^TT cos (2'W2) — x(«)** + 0(e).

Posons

/'* drcos (2t(»o;)1/2) —
< t2

et integrons par parties. On trouve ainsi

/log»\                            1        f pxt(2+l)
ji = O (-          + 0(e) + —— 0 X(u)du

\ n  /                 2irX312 J Nn-w J0

= o(l) + 0(e) + ——4  #n(x, t) X{u)du
2irX312 \\ Ja

- 2x f      0„(x, /)x[*/(2 + 0](1 + t)dt\

Or, pour t—>0 on a

i »((2+0/» x((2+f)

X(u)du = 2*ty[x(l + t)2] + 0(t2) = o(xt) (* -> 0),
J 0

done pour n—>oo

27rx3'2

/.*<(2+i> /     N / N\)

Jo wf»-«" U»*)1/2    \ n112/)
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D'ailleurs

t

ce qui entraine pour n—»<»

1 I f«
I *.(*, t) I = — II   cos (2T(nxyi2)dr

t2 \Jt

1
-1

t2(nXy>2

\j»   = 0(e) + o(l) + o(-)

1 + « f *      I x[x«(2 + «)] I du 1 + e
+- |Al ;JI     = 0(e) + o(l) +-/«.

?rx1/2 J ft-w w2(«x)1/2 irxn112

Une nouvelle integration par parties transforme l'integrale ji en

\ x[xu(2 + u)}\ du +2 I —I   I x[xu(2 + «)] \du.
0 ATn"1« J Nn-1'2      t3 J 0

On a, en vertu de (39) et en posant xu(2+u) = t,

dr/» t /• l((2+<)

I \X[xu(2 + u)]\du = |X(r)
J o Jo 2x(l + u)

Axt(2 + t)

2x

Par consequent:

< (1 + e)At.

.    .      A                 1 + e                              C*       dt     3A{\ + e)n1'2
\j*\ =-(l+e)+——^«i/2 + 2(l+ eM — S >7-'

e iV JiVn-1'2     P w

ce qui entraine

3^1(1 + e)2
|/»| £ 0(e) + o(l) +- < 2co

irx A7

quelque petit que soit co >0, pourvu que e soit assez petit et n assez grand.

Ce raisonnement prouve qu'au cas, ou 5=0, la condition (39) est süf-

fisante pour assurer le resultat (54).

Pour achever la demonstration de (11) il suffit de calculer la limite de

X„(i)(x) quand «—><». L'identite

u  a   la) dm      _u m+a

mle  u Lm (u) =-(e  u )
dum

entraine evidemment

Ur     i   o\  C°° ~" aTla) t \J i    x «+l   (or+l). .
— T(m + 2) I   e  u Lm+i(u)du = mle   x   Lm (x),
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et cette relation permet d'ecrire

v<«, , 1       »    «>   T(m+ 2)l1T+1)(x) f* -u « («) ,
X"       = " "TTTTTTs"       "_m    w-i-r^T~      e  M Lm+1(u)du

A<-S)n112  o r(w + a+2) Jx
n

~ A Wn112 o r(w + a + 2) yl'5»«1'2'
n n

Or, la relation
/2x21'2\

-      r(» + 1)     rr«+i). vt, m
X, - |im       (*)] 8 =
o   r(« + a + 2) (xz^2)a+l(l - z)

entraine cette autre relation:

A     (J) n _(a+l)/2 -J-2 _x(l+2)/(l-z) /2x31/2\

2^ Atn 3  = Afa(z) =2 (1 — 2)     e '•fil*- •
o m — 2/

L'allure du second membre pour z—>1 est facile ä preciser ä l'aide de la for-

mule approchee (21) et l'on obtient ainsi:

exp [~ x(l - 21'2)/(1 + 21'2) ] 1 + 0( I 1 - z I )
Ms(z)

2(irxyi2 (1 - 2)s+3'2

Pour trouver une formule approchee du coefficient n„{S) de la fonction

Ms(z) il sufht de developper la fonction auxiliaire

A   J (J+l/2) n

l^An      2 ,
2(ttx)1/2(1 - 2)5+3/2     2(ttx)1'2 o

d'oü enfin
(«)                                     ' (8+1/2)

«,   m  _J^_ m _j-An-
A^n1'*     2(7rx«)1'2 ^<s>

n n

et par consequent, vu que T(5 + l) AiS) =ns [l +o(l)],

,     m, , r(8+l)
lim A„ (x) = -

2(xx)1/2r^5 +

ce qui acheve la demonstration de (11).
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