UBER DIE ALGEBRAISCHEN INTEGRALE DES
RESTRINGIERTEN DREIKORPERPROBLEMS*t

VON
CARL LUDWIG SIEGEL

Unter den wenigen allgemeinen Erkenntnissen, die man bei der Unter-
suchung des Dreikdrperproblems in den letzten Jahrzehnten gewonnen hat,
ist der Satz von Bruns trotz seines negativen Charakters von Interesse. Er
besagt, dass durch die bekannten 10 Integrale, nimlich die 6 Schwerpunkts-
integrale, die 3 Flichenintegrale und das Energieintegral, simtliche algebra-
ischen Integrale des Problems erschopft sind, oder in anderer Ausdrucksweise,
dass der Korper derjenigen algebraischen Funktionen der Zeit und der 9
rechtwinkligen Coordinaten der drei Massenpunkte und der 9 Ableitungen
dieser Coordinaten nach der Zeit, welche auf jeder Bahncurve constant sind,
von genau 10 Variabeln abhingig ist.

Im folgenden soll ein analoger Satz fiir das restringierte Dreikérperpro-
blem bewiesen werden, also fiir den Grenzfall des allgemeinen Dreikérper-
problems, bei dem die Bewegung in einer Ebene stattfindet, zwei Koérper
eine Kreisbahn um ihren gemeinsamen Schwerpunkt beschreiben und der
dritte Korper die Masse 0 besitzt. Wihlt man in der Ebene der drei Kérper
ein rechtwinkliges cartesisches Coordinatensystem, dessen Mittelpunkt der
Schwerpunkt ist, und das sich so um diesen Schwerpunkt dreht, dass die
beiden ersten Korper in bezug auf das Coordinatensystem in Ruhe sind, so
lauten die Differentialgleichungen fiir die Bewegung des dritten Kérpers

1) 2=29+V, §=—-28+7V,;
dabei ist
V=wm@?+r) + puGrd + ),
r=E—-w+y, =G+t ptm=1 0<u<l.

Die Schwerpunktsintegrale und die Flichenintegrale des allgemeinen Drei-
korperproblems fallen im restringierten Problem fort. An die Stelle des
Energieintegrals tritt das Jacobische Integral

(2) x? 4+ 92 — 2V = constans.
Ein algebraisches Integral von (1) ist nun eine solche algebraische Funktion

* Presented to the Society, October 26, 1935; received by the editors March 19, 1935.
t Paul Epstein gewidmet.
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f(x, v, %, 9, t) der Ortscoordinaten z, y, der Geschwindigkeitscoordinaten %, y,
und der Zeit ¢, welche auf grund von (1) constant ist; d.h. es muss der Aus-
druck

Dbf, + yfv + (2}’ + Vz)f.é + (_ 2% + Vv)fﬂ +f¢

identisch in seinen 5 Argumenten verschwinden. Bedeutet ¢(z) eine alge-
braische Funktion einer Variabeln z, so ist ¢(%2+45%2—2V) nach (2) ein alge-
braisches Integral von (1). Es soll bewiesen werden, dass jedes algebraische
Integral von (1) diese Form hat.

Dieser Satz ist nicht im Resultat von Bruns als specieller Fall enthalten,
denn durch die Beschrinkung der Freiheitsgrade konnte ja gerade das Auf-
treten neuer algebraischer Integrale ermoglicht werden. Die Specialisierung
bringt es vielmehr mit sich, dass der Brunssche Beweis nicht ohne weiteres
iibertragen werden kann; insbesondere sind auch einige Schwierigkeiten zu
iiberwinden, die von der Bewegung des Coordinatensystems herriihren.

1. Es sei @ der Korper aller complexen Zahlen und Q(%, 9, x, v, 7, 1, ¢) der
durch Adjunction von %, y, x, ¥, 7, 71, t zu Q entstehende Korper. Bedeutet f
ein algebraisches Integral des restringierten Dreikorperproblems, so sei

3) it 4a,=0

die in Q(%, 9, x, v, 7, n, £) irreducible Gleichung fiir f, in der also ay, - - - , a,
rationale Funktionen von %, y, x, ¥, 7, 71, ¢ sind. Durch totale Differentiation
nach ¢ folgt, dass die Gleichung

(4) afrt4 - +d,=0

identisch in %, y, x, ¥, ¢ gilt, wenn in ¢, (=1, - - - , n) die zweiten Ableitungen
%, ¥ vermoge (1) eliminiert werden. Da aber dann a; wieder dem Ké&rper
Q(%, 9, z, v, r, 1, t) angehort, so lieferte (4) eine algebraische Gleichung
(n—1)ten Grades fiir f in diesem Ko6rper, wenn nicht alle Coefficienten 0 sind.
Da (3) die Gleichung niedrigsten Grades fiir f ist, so verschwinden also alle
dr identisch in %, y,x, y, £. Folglich ist jedes a, selbst ein algebraischesIntegral.
Zum Beweise des behauptetenSatzes hat man daher nur zu zeigen, dass jedes
dem Korper Q(%, y, x, ¥, 7, 1, £) angehorige Integral eine rationale Funktion
der einzigen Variabeln #2+4y%—2V ist.

2. Das Integral f sei eine rationale Funktion von %, ¥, x, v, 7, r1, . Man
setze

wo ¢ nicht von ¢ abhingt und g(¢) =¢™+ - - -, k() =t"+ - - - zwel in bezug
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auf die Variable ¢ teilerfremde Polynome bedeuten, deren Coefficienten ra-
tionale Funktionen von %, y, x, ¥, 7, 1 sind. Die Gleichung

¢ g h
5) SrE_Zo

c g k
gilt identisch in #, y, %, 3, ¢, wenn #, § nach (1) eliminiert werden. Da ¢ in
(1) nicht explicit auftritt, so ist ¢:c von ¢ frei und g:g, A:% sind echt ge-
brochene Funktionen von ¢ mit teilerfremden Nennern. Also verschwindet in
(5) jeder einzelne der 3 Briiche, und ¢, g, % sind einzeln Integrale. Man hat

demnach nur die in bezug auf ¢ ganzen Integrale zu bestimmen.
3. Das Integral f habe die Form

(6) f=bgtm+ -+ 4+ bn (m = 0),

wo by, - - -, b rationale Funktionen von %, y, x, ¥, 7, 7, sind, von denen b,
nicht identisch verschwindet. Es soll bewiesen werden, dass m =0 ist und
folglich ¢ in f nicht explicit auftritt. Dies ergibt sich am einfachsten aus dem
Wiederkehrsatz von Poincaré.

Man wihle nimlich fiir die Constante des Jacobischen Integrales (2)
einen solchen Wert +, dass die Hillsche Curve

2V4++y=0

in der #, y-Ebene aus 3 Ovalen besteht, von denen 2 je einen der Punkte u, 0
und —uy, 0 enthalten, wihrend das dritte die beiden andern umschliesst.
Ferner sei ¥ noch so bestimmt, dass nicht in allen Punkten des Gebildes

™ &4 52— 2V =y

eine der Funktionen bo, d7%, - - -, bs! verschwindet. Man kann dann einen
Punkt x =%y, y=19, in einem der beiden ersten Ovale und dazu ein die Glei-
chung (7) erfiillendes Paar %=2%,, =19, so finden, dass die Funktionen
bo, biY, - - -, bm fiir xo, Yo, %o, Yo simtlich von 0 verschieden sind. Anderer-
seits gibt es nach dem Wiederkehrsatz zu jeder beliebig kleinen Umgebung
von o, ¥, %o, Yo Bahncurven, die mindestens zweimal in diese Umgebung
eintreten, und zwar zu Zeitpunkten, deren Differenz oberhalb einer beliebig
grossen Schranke gewihlt werden kann. Aus (6) wiirde aber folgen, dass jehe
Differenz beschrinkt wire, falls m >0 ist.

Esist vielleicht methodisch unbefriedigend, den analytisch-arithmetischen
Wiederkehrsatz heranzuziehen zum Beweise der rein algebraischen Tatsache,
dass f von ¢ unabhingig ist. Man kann dies auch algebraisch zeigen, aber,
wie es scheint, nur durch compliciertere Schliisse.
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4. Auf grund des Ergebnisses des letzten Paragraphen hat man sich nur
noch mit der Aufsuchung derjenigen Integrale zu beschiftigen, welche ra-
tionale Funktionen von %, y, x, ¥, 7, r, allein sind. Es sei f=g:k, wo g und %
zwei teilerfremde Polynome der beiden Variabeln %, y sind, deren Coeffi-
cienten in Q(x, y, 7, r1) liegen. Die Gleichung

(8) gh = hg

gilt identisch in %, y, x, y, wenn daraus %, j vermége (1) entfernt werden.
Nun ist

) g =%g.+ yg + (2y + Vz)g:i + (— 2x + Vv)gfl

ein Polynom in %, y, dessen Grad in diesen Variabeln hochstens um 1 grosser
ist als der von g, und dessen Coefficienten zu Q(x, v, 7, 1) gehéren. Anderer-
seits ist g nach (8) ein Teiler von g. Daraus folgt identisch in %, 5, x, y die
Gleichung

(10) g = glui+ vy + w),

wobei %, v, win Q(x, y, r, r,) liegen.
Es sei, nach fallenden Potenzen von % geordnet,

G = a:il")""‘—k + P + bxl}',m—l

das Aggregat der Glieder von g, welche in %, y hochste Dimension haben; und
es sei ab nicht identisch 0. Aus (9) und (10) folgt dann

(11) a= by
U = — = —
a ’ b ’
s by
(12) xG: + yG, = (—— x4+ -; 5!>G.
a

Die ganzen Grossen von Q(x, y, 7, r1) haben die Form ci4-cor +csr1+carn,
WO €1, g, C3, ¢4 Polynome in x, y bedeuten. Da das Paar g, % nur bis auf einen
gemeinsamen Faktor aus Q(x, y, 7, ;) bestimmt ist, so kann man voraus-
setzen, dass ¢ eine der 4 Formen c, ¢o7, cs7, crry besitzt, dass ferner die Coefh-
cienten @, - - -, b von G simtlich ganz sind und weder » noch 7, noch ein
Polynom in x, v als gemeinsamen Teiler haben. Aus (12) folgt nun aber, dass
jedes in Q(x, y) irreducible Polynom von x und y, das in @ aufgeht, zugleich
in allen Coefficienten von G aufgeht, und dasselbe gilt fiir die Teilbarkeit
durch r oder 7. Also ist a eine Constante. Indem man die Bedeutung von x
und y vertauscht, erkennt man, dass auch & constant ist.

Nach (8), (10) und (11) hat man nur noch diejenigen Polynome g der
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beiden Variabeln %, y mit Coefficienten aus Q(x, ¥, 7, 1) zu ermitteln, welche
der Differentialgleichung

(13) = wg

geniigen, wobei w in Q(x, v, , r1) liegt.
5. Es soll nun gezeigt werden, dass die Funktion w in (13) eine Constante
ist. Es sei

(14) g = g(m) + g(m—l) + e + g(o),

wo g® fiir k=0, - - - , m ein homogenes Polynom kter Dimension in %, y
bedeutet, dessen Coefficienten in Q(x, y, 7, 1) liegen; und zwar sei g(™ nicht
identisch 0. Aus (9), (13), (14) folgen die Gleichungen
(15) a4 =0,

. (m=1) | (m—1) ) . (m) (m)
(16) gy + 29g — gy = wg

. (k=1) . (k=1) . (k) . (k) (k+1) (k+1) (k)
(17) %gz "+ yg 4+ 29g: — 2%gy + Vage A+ Vg = wg

(k=1""ym_1)’
(18) Vg + Vigi = g
Von diesen besagt (15), dass g'™ eine Funktion der drei Variabeln %, y, xy — y%
allein ist. Da aber andererseits g™ ein Polynom der Variabeln %, y mit Coefh-
cienten aus Q(x, y, 7, 1) ist, so ist g'™ ein Polynom in %, y, xy — y%.

Es sei # =¢£ ein endlicher Pol der Ordnung %#=1 von w als Funktion von x.
Zunichst sei ¢ verschieden von p+vy: und —p,+yi. Da g™ ein primitives
Polynom in z, y ist, so wird auch wg bei £ =¢ von genau Ater Ordnung
unendlich. Ist g» D =c(x—£)*+ - - - die Entwicklung von g~V nach stei-
genden Potenzen von x—£, so ist

i+ 5e" T = — BN - DT 4+

und nach (16) erhilt man s—1= —#, s>=0. Folglich ist 2>1, und gV hat
bei x=£ einen Pol der Ordnung ~—1. Ist bereits bewiesen, dass g(™—? bei
x=£ einen Pol der Ordnung /(%2 —1) hat, so folgt auf dieselbe Weise aus (17),
dass g(m=1=V bei x =¢£ einen Pol der Ordnung (!+1)(%.—1) hat. Dann wiirde
aber in (18) die rechte Seite bei x=¢ von der Ordnung m(k—1) unendlich
werden und die linke Seite hochstens von der Ordnung (m—1)(2—1). Also
hat w als Funktion von x keinen von o, u+yi, —u;+ ¥z verschiedenen Pol.

Hitte w bei x= einen Pol Ater Ordnung und ist g™ in bezug auf x
vom pten Grade, so erhielte man ganz analog, dass g(—? bei x =« einen Pol
der Ordnung /(k+1)+p hitte, in Widerspruch zu (18).




230 C. L. SIEGEL [March

Wiirde ferner w bei x =u + ¥ unendlich wie r—*, so folgte im Falle 2>1,
da V., und V, nur wie r—* unendlich werden, dass g(™=» bei x=p+y: wie
r—1(+=2 ynendlich wird und dass #>2 ist; wieder gegen (18). Ebenso folgt,
dass w bei x = —pu; + ¥2 nicht stirker als 7! unendlich werden kann.

Dieselbe Untersuchung kann man fiir w als Funktion von y durchfiihren.
Es muss daher w die Form

C1 C2 C3
w=—+—+—+oc
71 r 71

haben, wo ¢; héchstens quadratisch in x, y, ferner ¢, ¢; héchstens linear, ¢,
constant ist. Nach (16) ist dann g(™V eine ganze Funktion in Q(x, v, 7, 1), also

g(m—l) = blffl + bzf + b3r1 + 647

mit Polynomen b, b,, b3, b4 in «, v, und ferner

c

(19) x’(blrrl)z + y(bﬂ'ﬁ)y = —l~ g(m) ,
771
. C2

(20) :Jé(bgr), + y(bzf)y = —r— g(m) ,
. Cs

(21) x‘(bafl), + y(barl)u = 7. g(m)‘
71

Fiihrt man statt x, y die Variabeln
a = xy — yxX, B=xx-+ yy
ein, so hingt g¢™ nicht von 8 ab, und vermoge (19) ist

(22) (burr)s = —

rrl. %2 + y? ’
Wire nun b; nicht identisch 0, so wird b7, als Funktion von 8 mindestens
wie 82 unendlich, also (byrr1)s mindestens wie 8, wihrend die rechte Seite von
(22) beschrinkt bleibt. Also ist 8,=0, ¢;=0. Ebenso folgt aus (20) und (21)
zunichst, dass b, und b; constant sind, und dann

ba(B — px) = g™, bs(B + uix) = csgt™,

also, da g™ von B frei ist, c2=0, ¢;=0. Damit ist bewiesen, dass w eine Con-
stante ist.

6. Mit Hilfe des Wiederkehrsatzes lisst sich nun leicht zeigen, dass die
Constante w=0 ist. Aus (13) folgt nimlich durch Integration

(23) g = cevt,
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wobei die Constante ¢ von der Bahncurve abhingt. Betrachtet man die
Umgebung eines Systemes x =x,, ¥ =¥,, % =%, y = Yo, in dem g einen endlichen
von 0 verschiedenen Wert hat, so gibt es Bahncurven, die nach einem beliebig
grossen Zeitintervall nochmals in diese Umgebung eintreten. Wére nun w0,
so wiirde die rechte Seite von (23) fiir i—c den Grenzwert 0 oder  haben.
Folglich ist w=0.

7. Zum Beweise des eingangs ausgesprochenen Satzes hat man nur noch
zu zeigen, dass jedes Integral, welches ein Polynom in #, y mit Coefficienten
aus Q(x, y, r, 1) ist, sich auf ein Polynom der einzigen Variabeln %2+ 9% —2V
reduciert.

Ist g=g™+ - . - 4g© die Zerlegung des Integrals g in homogene Be-

standteile der Dimensionen m, - - - , 0 in %, ¥, so gelten die Gleichungen (15),

(16), (17), (18) mit w=0, also

(24) igs” + 98 =0,

(25) ige g+ 29g — 2ig” =0,

(26)  #gx+de +29g — 2 + Vags 4 Vig =0
(k=1,---,m—1),

(27) Vegs + Vigy = 0.

Man fiihre wieder statt «, y die Variabeln

a = xy — yxX, B=ax+ vy
ein. Dann besagt (24), dass
g™ = P(%, 3, @)

ein Polynom der 3 Variabeln %, 9, « allein ist. An die Stelle von (25) tritt

@+ 9gs ) = 2(4P; — 9P; + BPL),
und folglich ist
(28) g =g ST g Pe 0w,
%2+ }',2 %2 + )',2 ’

wo g1 nicht von 8 abhingt. Als Funktion von %, ¥, a, 8 betrachtet ist daher
g™ ein quadratisches Polynom in 8.
Nach (26) wird

(k).

22 (k=1) Lk ) k
G +9)g =f{2(xgg)—:vgi + Bge — ags)

(29) (k1) (e41) (k1)
—Valgs "+ xgs — ¥ga )

(k+1) (k+1)

—Vulgys  +xge + ygék“))}dﬂ,
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fiir k=1, ---, m—1. Nach (27) gilt dies auch fiir £=0, wenn g~V =0 defi-
niert wird; und mit g2 =0 ist die Gleichung trivialerweise noch fiir 2= —1
richtig. Fiir das Folgende geniigt es, (29) fiir 2=m—1 und k=m—2 zu
untersuchen. Beachtet man, dass

(& + 597 = (= )+ (6 — ),
@+ 972 = (@ + py)? + (B + mx)?

ist, so ergibt sich aus (29) fiir #=m—1 durch partielle Integration die Glei-
chung

¥P: — (v — w)(Py + wPa) 11

g(m—z) =
(30) *T ’
yP; — (2 + p1)(Py + uaPa)
. e 82,
a+ ury L#1

wo g, als Funktion von %, ¥, , 8 ein biquadratisches Polynom in 8 ist. Endlich
liefert (29) fiir £ =m—2 bei Benutzung von (28) und (30) durch eine lingere,
aber ganz elementare Rechnung fiir g% die Beziehung

&+ gD = 5Py — 2B, — uiba) [ 2 g
31)
+ (yP; — %Py + pp’cP.,)f;#—dﬁ + gs,
1

wo g in Q(%, 9, x, ¥, 7, 1) gelegen ist.
8. Setzt man

(32)  m(yP: — 2Py — piP.) = 4, u(yP; — 2Py + wmiP.) = B,

so liegt zufolge (31) die Funktion

(33) Afd—?+de£

in Q(%, 9, x, 3, 7, 71). Indem man $8 einen Umlauf um den Punkt
Bo = uk + i(a — pp) = — wx + i(a + my)

machen ldsst, wobei 7 sein Vorzeichen dndert, erkennt man, dass auch

(34) —AdeB-I-Bf%

71

zu Q(%, 9, x, v, r, r1) gehort. Andererseits nehmen bei einem Umlauf um den
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unendlich fernen Punkt die beiden Integrale je um 2w zu, wihrend die Funk-
tionen (33) und (34) dabei ungeéindert bleiben miissen. Also ist
A+B=0, —A+B=0,
A =0, B = 0.
9. Aus (32) und (35) folgen die beiden Differentialgleichungen
§Py — &P; =0, P, =0.

(35)

Nach der zweiten hingt das Polynom P(%, ¥, @) nur von % und y ab, nach der
ersten sogar nur von %2492 Als homogenes Polynom in %, y ist daher

P = a2 + 57)*

mit constantem a und natiirlichem £. Da nun a(%*+92—2V)* ebenfalls ein
Integral ist, so ist die Funktion

g — a(@® + 3t — 2V)*

ein Integral, das wieder ein Polynom in %, y mit Coefficienten aus Q(x, y, 7, 1)
ist, und zwar von kleinerer Dimension in %, y als g selbst.

Durch vollstindige Induktion ergibt sich daher, dass g ein Polynom der
einzigen Variabeln %2+492—2V ist. Damit ist der Beweis des zu Anfang
ausgesprochenem Satzes beendet.

INSTITUTE FOR ADVANCED STUDY,
PRINCETON, N. J.




