
SUR L'EXISTENCE DE FONCTIONS ENTIERES
SATISFAISANT Ä CERTAINES

CONDITIONS LINE AIRES

par

G. PÖLYA

1. Le probleme. Nous donnons deux suites infinies de nombres complexes

öo, 0b 0,2, • • • , a„, • ■ • ,

Ad, A\, A2, ■ ■ ■ , An, • • •

et une suite infinie de nombres entiers non-negatifs

«o, «1, at, • • • ,a„, • • • .

Nous cherchons une fonction entiere F(z) qui satisfait aux conditions, en

nombre infini,

(1) F<-5(0o) = A0, F<-i>(a0 = Alt • ■ ■ , F^\an) = A„ ■ ■ ■ ;

on suppose naturellement que la meme derivee de F(z) au meme point ne

figure qu'une fois dans les conditions (1), supposition qu'on peut mettre sous

la forme:

(2) si   au = 0,1   et   k < l,   alors     < ai.

Existe-t-il une fonction entiere F(z) satisfaisant aux conditions (1)?

La fonction entiere F(z) existe certainement si

lim an = 00
n—*»

et les nombres cn„ et An sont, excepte (2), arbitraires. C'est un resultat

classique(1)-

Tres different du cas classique mentionne est celui oü la suite des an est

bornee, tandis que

Presented to the Society September 12, 1940; received by the editors July 1, 1940.

(0 Voir Cuichard, Annales Scientifique de l'ßcole Normale Supfirieure, (3), Tome 1 (1884),

pp. 427-432; enonc6 particulier, demonstration (valable dans le cas g6n6ral!) basee sur les

theoremes classiques de Weierstrass et de Mittag-Leffler. Voir aussi G. Pölya, Commentarii

Mathematici Helvetici, Tome 11 (1938), pp. 234-252, surtout "Aufgabe 3," p. 245 et "Aufgabe

5," p. 249; enoncfi g6neral, demonstration faisant usage d'un Systeme infini d'equations lineaires.

(Je saisis l'occasion pour donner deux rectifications ä ce travail: 1° En l'6crivant, je n'ai pas

connu deux travaux de M. Eidelheit, Studia Mathematica, Tome 6 (1936), pp. 139-148 et

Tome 7 (1937), pp. 150-154. 2° L'enonce du Theoreme II, p. 241, doit etre rectifie: au lieu de

la condition B" (p. 241) on doit supposer la condition plus restreinte, mentionnde sous 3 (p. 241).
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(3) lim a, = oo.

Pour que la fonction entiere F(z) existe dans ce cas-lä, il est necessaire que

la suite des An satisfasse a, la condition

la necessite de (4) est une consequence immediate d'une inegalite classique

de Cauchy. Mais la condition (4), jointe aux autres mentionnees, est encore

loin d'etre süffisante pour l'existence de F(z) (voir §6).

Je ne peux demontrer l'existence de F(z) que dans un cas beaucoup plus

restreint que le precedent: les an ne sont pas seulement bornes, mais ils sont

supposes n'etre capables que d'un nombre fini de valeurs C\, c2, ■ ■ ■ , cq; je

suppose, en outre, une certaine periodicite de periode p. Voici l'enonce com-

plet.

Theoreme. On donne

un nombre entier p;

q points differents dans le plan complexe c\, ci, ■ ■ • , cq;

la suite infinie a0, ai, a2, ■ ■ ■ dont chaque terme est egal ä un certain terme

de la suite finie C\, Ct, • • • , cq—on suppose que

(5) an+p = an pour n = 0, 1, 2, • • • ;

la suite infinie d'entiers a0, ct\, a2, ■ ■ ■ —on suppose (2) et

(6) ctn+p = an + p pour n = 0, 1, 2, • • • ,

On suppose en outre «o, <H, 02, • ■ • , (ip-i, «o, cti, • • • , a^i choisis de teile

facon qu'il n'existe aucun polyndme P(z) de degre inferieur ä p et non identique-

ment nul qui satisfasse aux p equations

On donne enfin la suite infinie Aü, Ai, A2, ■ ■ ■ ; on suppose (4).

Sous ces conditions, il existe une fonction entiere F(z) qui satisfait aux con-

ditions (1).

Les conditions de ce theoreme sont un peu complexes; nous les discuterons

au §2, et, apres certaines preparations aux §§3 et 4, nous demontrerons le

theoreme au §5.

Notre theoreme generalise deux cas particuliers traites par J. M. Whit-

taker; la demonstration du theoreme que je donnerai resulte de l'analyse at-

tentive des demonstrations donnees par Whittaker et le resultat du theoreme

(4)

(7)

(8) P<«°>(a0) = 0, P<«>(fll) = 0, • ■ • , P<"»-0(aj)_1) = 0.
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constitue une reponse partielle ä une question posee par Whittaker(2). Cer-

taines questions voisines ont ete traitees par Poritsky(3) et Gontcharoff (4).

2. Discussion des conditions. En vertu des conditions (5) et (6), les equa-

tions (1) prennent la forme suivante:

F<«»>(d„) = A0,      F<«>(c) -At,       ■■■ , F<«r*Wi) = A^u

F<««+»>(o«j = Ap,   F««+»>(ai) = A1+p, ■ • • >F<^»>(«^_0 =

(10 .,

Observons encore que (2) et (7) sont evidemment compatibles et que (6)

implique (3).

Quelle est la signification de la condition relative aux equations (8)? P(z)

est un polynome de degre <p, done d'un degre £p — 1; il peut etre mis sous

la forme

P(z) = U0 + MlZ + «2Z2 + • • • + Wp-iZ"-1.

(8) constitute un Systeme de p equations, lineaires et homogenes, pour de-

terminer les p inconnues u0, Hi, • • • , up-i. Notre condition demande que le

polynome identiquement nul soit l'unique solution des equations (8), done que

Ua — Ui — tit — • • • = Up_i = 0

soit l'unique solution du Systeme lineaire et homogene mentionne. Notre con-

dition consiste done finalement en ceci: le determinant A du Systeme est 9*0.

Toutes les lignes du determinant A sont de la forme

(a+1)1      (a+ 2)!
(9) 0, • •• , 0, a!,- a,- a\ ■ ■ ■ , —-a'-«-\

1! 2! (p-a-l)\

Le nombre des 0 au commencement de la ligne est a; pour obtenir les lignes

successives de A, il faut poser a = ak, a =ak et, apres cela, k = 0, 1, 2, ■ • ■ ,p — \.

En particulier, au commencement des lignes successives de A, nous

trouvons ao, oti, • • ■ , aP-\ elements evanouissants; ces nombres vont en crois-

sant, d'apres (7). Puisque A^0, nous avons necessairement

(2) J. M. Whittaker, Proceedings of the London Mathematical Society, (2), Tome 36 (1934),

pp. 451-469. Voir le Theoreme 3 (p. 457), son analogue (p. 458) et le theoreme hypothetique

formule au d6but de la page 465. Voir aussi M. Whittaker, Interpolatory Function Theory,

Cambridge, 1935, p. 51.

(3) H. Poritsky, ces Transactions, Tome 34 (1923), pp. 274-331.

(4) W. Gontcharoff, Communications de la Societe Math6matique de Kharkoff, (4), Tome 5

(1932), pp. 67-85.
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(10) a, « 0, «i j 1, at S 2, ■ • • , a^-i ^ p - 1.

Occupons-nous encore brievement des cas particuliers les plus simples. Si

p = 1, le tableau (1') se reduit ä une seule colonne et, puisque a0 = 0 en vertu

de (10), le probleme se reduit ä la construction d'une fonction entiere dont

toutes les derivees sont donnees en un point donne—probleme qui est sans

difnculte. Lorsque

p = 2,      a0 = ci r6 ai = c2,

le tableau (1') consiste en 2 colonnes et il n'y a, en vertu de (10), que deux

possibilites:

aa = 0, «i = 0   ou   ao = 0, ai = 1.

Dans le premier de ces cas, toutes les derivees d'ordre pair sont donnees en

deux points differents; dans le second cas, on donne dans un point toutes les

derivees d'ordre pair et dans un second point, different du premier, toutes les

derivees d'ordre impair. Voilä les deux cas dans lesquelsWhittaker a demontre

l'existence de la fonction entiere F(z).

Voici deux cas pour p quelconque, dans lesquels A ne s'annulle pas:

(I) ao=tti= • • • =a„-i = 0, les nombres a0, fli, • • • , ap_i sont distincts,

A se reduit ä un determinant de Vandermonde;

(II) cyo = 0, c<i = l, • • • , ctp-i = p — 1, les nombres a0, Oi, • • • , ap-\ sont

quelconques, A se reduit au produit de ses elements diagonaux.

Le cas (I) a ete envisage par Poritsky et le cas (II) par Gontcharoff; ces

deux auteurs ont eu un but different, ils ne se sont pas occupes du probleme

d'existence qui nous interesse ici, mais d'un certain probleme de conver-

gence^) ; toutefois quelques-unes des formules qu'ils ont developpees peuvent

servir de point de depart pour les formules plus generales que nous allons

developper.

3. Acces heuristique. Les conditions (1) constituent une sorte d'extension

ä l'infini du probleme classique qui est resolu par la formule d'interpolation de

Lagrange. Faisons subir ä cette formule l'extension analogue; nous arrivons

ä la formule

00

(11) Ff» = 2>.<~>(<O.P.(*)
n-0

ou P„(z) est un certain polynome dont la nature depend des deux suites

ao, cii, •• • et ao, cei, • ■ • . Appliquons (11) ä la fonction entiere simple

F(z) = e"

(6) II s'agit de la convergence de la serie (11), dans les cas particuliers respectifs; voir loc.

cit. (s) et (4). Whittaker s'est aussi occupe de la convergence de cette serie dans les deux cas

particuliers qu'il a envisages, loc. cit. (2). L'etude de la convergence de la serie (11) generale

fera partie d'une These que S. Schmidli prepare ä l'Ecole Polytechnique Federate de Zürich.
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qui depend du parametre complexe s; nous arrivons ä la formule

CO

e" = ^ s^e^'PJß)

que nous ecrirons, en tenant compte des conditions (5) et (6),ainsi (n = pm-\-k,

passage de (1) ä (l')):

p-i °°
ezs = X) sakeaks Z) s*mPpm+k(z)

(12) fc=0 m—0

= 5a»e0«sI,o + saleai*Li + • • • + saneari>Lp_i.

Nous avons pose pour abreger

GO

(13) Lk = Lk(z, s) = £ s»mPpm+k(z),

k = 0, 1, 2, ■ • ■ , p — 1. Observons qu'en posant

(14) e2rilp = w

nous avons

(15) L(z, us) = L(z, s).

Par application reiteree de (15) ä (12) nous arrivons ä un Systeme de p equa-

tions lineaires pour les p fonctions Lo, Li, • • • , Lp-\\

ezi = f«Vo. x0 4- • • • 4- sar-1 e"^ls Lp_h

e™> = (o>s)a°ea<"*!S     4- ■ • ■ 4- (ws)"^1 eap-lus Lp_i,

(16) .i

ezwr~u — (u>p--Ls)aoe'l<'wp~l,L<s 4- • • • -f (cop_1i)ap-ieap-iM!,_1»Z,p_1.

4. Definition et proprietes de quelques fonctions auxiliaires. Effective-

ment le developpement (11) ne joue aucun role dans la demonstration qui

suit; il nous a donne seulement l'occasion d'introduire les elements analytiques

qui y jouent un role. Nous allons definir certaines fonctions auxiliaires qui

nous seront utiles, en suivant les suggestions du no. precedent, mais officielle-

ment, nous n'utiliserons aucunement les calculs qui y etaient bases sur le

developpement (hypothetique!) (11).

I. Nous definissons D{s) par l'equation

(17)       D{s) =
(cos)a° eO0"s (uis)"1 e"1""       ■ ■ ■ (o>s)a^1 eav~lws
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(c'est le determinant des equations (16)). Le determinant (17) est de la forme

/o(Xos) /i(Xos) • • • /p-i(XoJ)

/o(Xis)       /i(Xis)    • • ■ /j-i(Xis)
(18) 5(5) =

/o(Xp_is)   fiC^p-is) ■ ■ ■ fp-i(\p-is)

Xo, Xi, • • • , Xj,_i sont des constantes,/0(5),/i(s), ■ • • ,/p_i(s) des fonctions que

nous supposons developpables en serie de Maclaurin. Le determinant (18) est

"compose" de deux rectangles ä p lignes et ä une infinite de colonnes:

/o(0),      /o'(0),     /„"(0), •••,/on>(0),

/^(O), /U(0), f'J-M, ■ ■ ■ ,/^x(0),

1,
X0s X05 X05

1!

1.
1!

2!

Xj>_i5

2!

Xp_i5

(il est, comme on dit quelquefois, le "produit" de ces deux rectangles). Le

determinant (18) est egal ä une somme d'une infinite de termes, chacun etant

le produit de deux facteurs; le premier facteur est un determinant ä p lignes,

tire du premier rectangle, le second facteur est le determinant correspondant

tire du second rectangle. Cherchons parmi tous ces termes celui qui est de

degre minimum en s; nous n'ecrirons que ce terme (legerement transforme)

pour suggerer tout le developpement:

5(s) =

(19)

/o(0)     /o'(0)    ■ • • /»^"(O)

/^(O) fU(o) ■ ■ ■ /^l"(0)

1 Xo

1 Xp-1

Xo

x^1Ap_l

tl+2+- • -+p-l

1!2! •••(/>-!)!
+

D(s) est un cas particulier de 8(s). Pour obtenir ce cas particulier, il faut

d'abord poser

Xo — 1, Xi — co, • • • , Xp_i
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Parmi ces p nombres il n'y a pas deux egaux, done le second determinant dans

le second membre de (19), le Vandermondien de ces p nombres, est 9*0. Puis

il faut poser

fo(s) = sa'ea°; fi(s) = saleai°, • • • , fP-i(s) =

Le developpement

s"     (a + 1)!       sa+1 (a + 2)! s"+2
saea* m a\-1-a-1-a2-1_ . . .

a\ 1! («+l)! 2! (a+ 2)!

montre que la ligne generale du premier determinant dans le second membre

de (19) a exactement la forme (9); il faut poser

a = ak,      a = dk

et, apres cela, k = 0, 1, 2, • • • , p — 1; le determinant est done identique ä A et,

par consequent, 9*0, voir §2. Notons le resultat:

La fonction entiere D(s) pour laquelle le point s = 0 est un zero dont Vordre

est exactement $p(p — l), n'est pas identiquement nulle.

II. Nous definissons LQ, Li, ■ ■ ■ , £„_i par les equations (16). Nous venons

de voir que D(s), le determinant de ces equations, n'est pas identiquement

nuljdonc

Lk = Lk(z, s), k = 0, 1, 2, ■ • • , p — 1,

est bien defini, sauf aux zeros de D(s). Or Lk est le quotient de deux determi-

nants; cette expression montre que Lk(z, s) est une fonction entiere de z (de-

pendant du parametre s) et une fonction meromorphe de s (dependant du

parametre z); les poles de Lk(z, s) (comme fonction de s) se trouvent parmi

les zeros de D (s).

Pour la commodite de l'ecriture, nous posons

dnL(z, s)
-= £<«>(*, s).

dzn

Derivons l'equation generale du Systeme (16) c.ä.d.

p~\
e***' = X) (uks)a>'eai'J"Lj(z, s)

i=o

ai+pm fois par rapport ä z et, apres cela, posons z = a;. Nous obtenons

k    ai oi<cl« pm       \X      k    tu ajuht <ai+pm)

(20) (co s) e     s    — / Am s) e    Lj       {ah s)

pour k = 0, 1, • • • , p — 1. C'est un Systeme de p equations aux p inconnues

Tt"l+pm) (.ti+pm) (.ai+pm)

L0        {ai, s), Lj.        (Si, s), ■ ■ ■ , Lp-i     {ah s)
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dont le determinant est D(s); mais D(s) n'est pas identiquement =0; done les

inconnues, comme fonctions meromorphes de 5, sont univoquement deter-

minees. D'autre part on voit immediatement que les valeurs

(21) Li        {ai, s) = s   ,      Lj        (ai, s) = 0, J 9* I,

satisfont au Systeme (20). Nous avons ainsi obtenu les relations remarquables

(21) , valables pour j, 1 = 0, 1, • ■ • , p-1 et m = 0, 1, 2, • • • (6).

III. Nous pouvons decomposer notre probleme, qui est de satisfaire aux

equations (1'), en p problemes un peu plus simples. En effet, fixons k,

0 — k^p — l, et cherchons une fonction entiere Fk(z) qui satisfait aux equa-

tions suivantes:

(22) Fk       (ak) = Ak+pn,     Fk       {a}) =0, J 9* k,

m = 0, 1, 2, ■ • • . (Cela revient ä laisser les seconds membres tels qu'ils sont

dans une certaine colonne du tableau (1') et ä les remplacer par 0 dans les

p — 1 autres colonnes.) Ayant trouve F0(z), Fi(z), • • • , Fp_i(z),

F{z) = F0(z) + Fi(f) + • • • + Fp^(z)

sera evidemment une solution du Systeme (1')-

5. Fin de la demonstration. Nous ne perdons rien d'essentiel en nous

limitant ä la demonstration de l'existence de F0(s). Simplifions l'ecriture et

ecrivons

F(z),       L(z),       a, 0

ä la place de

F0(z),      L0(z),      ao, a0

(on sait, d'apres (10), que a0 = 0). Avec ces notations, nous avons

(23) F<?"»(a) = Apm,        F^+^(ai) = 0,

(24) L^m)(a, s) = s^m,      Llm**-*m)(at, s) = 0

pour m = 0, 1, 2, • • ■ et 1 = 1, 2, • • ■ , p — 1. Observons que e'est seulement

une partie des relations (21), p relations sur p2, que nous venons d'ecrire sous

la forme (24). Observons encore qu'en vertu de (6) et de (10)

(25) ctpn = a0 + pn = pn.

Soit Cn une circonference de centre 5 = 0 qui ne passe par aueun des zeros

(6) On 6tablit de la meme maniere, en se servant de l'unicite de la solution, la propriet6 (15).

Encore d'autres proprietes de D{s) et de L(z, s) jouent un role dans le probleme de convergence

mentionng (6). P.e. il est facile de demontrer que D(s) a une infinite; de racines si ao4-ai+ • ■ •

+aT-i<0 + l+ ... +P-1.
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de D(s), done par aueun pöle de L(z, s). Nous allons trouver une solution

F(z) des equations (23) qui est de la forme(7)

"   Arm  f  Liz, s)ds
(26) F(z) = E —4> ■

I. Nous admettons d'abord que la serie (26) converge uniformement en

chaque domaine borne du plan des z.

Alors F(z), donnee par (26), est une fonction entiere de z puisque chaque

terme de la serie est une fonction entiere de z.

Puis nous trouvons, en nous servant de (24)

"   Am £ s*mds

n=0    2lTlJcn S^n+1

"   A~   r Ods
F <«'+*""> (a,) = X — <P -= 0- I > 0.

n=0 2«rt JCn spn+1

c.ä.d. les equations (23) sont satisfaites.

II. Que devons-nous demontrer encore? La convergence uniforme de la

serie (26) pour

(27) I z I = R

ou R est un nombre positif donne (arbitrairement grand). De quoi pouvons-

nous disposer encore? Des cercles C„.

Je designerai dans ce qui suit par k\, kt, • • • , K, k des nombres positifs qui

dependent des donnees du probleme (de do, ai, ■ ■ ■ , öj,_i, «o, cxi, • • • , ap-i)

ainsi que de R, mais qui sont independants de 5 et de n. La definition (17) de

D(s) montre qu'il existe ki et &2 tels que pour tout s

I D(s) I < ki«**W.

Vu cette inegalite, nous pouvons, d'apres un theoreme de Valiron(8), choisir rk

tel que

(28) pn <rn< 2pn

et que, en chaque point 5 du cercle \s\ =rn,

C) En cherchant une solution de la forme (26), je me sers d'une m6thode que Hurwitz a

employee pour un but different; voir Acta Mathematica, Tome 20 (1897), pp. 285-312 ou

Mathematische Werke, Basel, 1932, Tome 1, pp. 436-460. Dans une These, faite sous ma direc-

tion, H. Muggli a appliqu6 la methode de Hurwitz ä des problemes assez generaux; voir Com-

mentarii Mathematici Helvetici, Tome 11 (1938), pp. 151-179.

(8) G. Valiron, Integral Functions, Toulouse, 1923; voir le Th6oreme 27, p. 89. Dans la

These cit6e ('), la g6n6ralit6 des applications resulte egalement de l'usage de ce theoreme de

Valiron.
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(29) |D(,)|>_*

cette inegalite etant valable pour «=1,2,3, • • • . Soit rn le rayon de C„; done

(29) est valable sur le cercle C„.

L(z, s) est un quotient des deux determinants, d'apres (16). La forme du

numerateur montre que, z etant un point quelconque du cercle (27), on a pour

tout 5

I D(s)L(s, z) I < *»e*»l»l;

en combinant cette inegalite avec (29) on obtient

(30) I L(z, s) I < £6e*«l*l • k3ek^'\ =

sur tous les cercles Cn, n = l, 2, 3, • • • .

A l'aide de (28) et de (30) nous evaluons le module du terme general de la

serie (26) dans le cercle (27):

(31)

I A pn rC L^Z'
I 2vi J c„ spn+1

Apn\ Kekr»2wrn
<

<\Apn \ K—.— = Kek**n.

fpn+1
n

ek2pn J As

{fn)*a ~ (pn)\

La n-ieme racine de cette derniere quantite tend, en vertu de l'hypothese (4),

vers 0 avec 1/k; il faut tenir compte de (25). Done, la serie (26) possede dans

le cercle (27) une majorante numerique convergente. C.q.f.d.

6. Problemes de la meme forme, qui ne possedent pas de solution. Nous

considerons le probleme de trouver une fonction entiere qui satisfait ä (1).

Nous admettons les hypotheses (2), (3), (4) et en outre la suivante (qui figure

aussi dans le theoreme que nous venons de demontrer): Chaque terme de la

suite infinie a<>, a\, a2, ■ ■ ■ est egal ä un certain terme d'une suite finie donnee.

Ces hypotheses sont insufhsantes pour assurer l'existence de la solution

comme les exemples suivants le montrent.

ler exemple. La suite finie contient trois valeurs differentes c, 0, —c. Les

trois suites infinies sont definies ainsi:

an = c, — c; 0, 0, 0, 0, • ■ • ;

an = 0, 0; 1, 3, 5, 7, • • • ;

An = 0,     1;     0,     0,     0,     0, • • • .

La loi des conditions successives est uniforme ä partir de la 3me condition

(apres le signe ;) et, d'apres cette partie des conditions, F(z) devrait etre une

fonction paire—mais cela contredit les deux premieres conditions; F(z)

n'existe pas.
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Cet exemple est plutöt trivial, mais montre clairement ce qu'il doit

montrer: rinsuffisance des hypotheses enoncees pour assurer l'existence de

la solution. L'exemple suivant est moins trivial.

2me exemple. La suite finie ne contient que deux termes differents: a et b.

Les trois suites infinies sont definies ainsi:

a„ = a, b; a, b, a, a, b; a, b, a, a, b; • • • ;

an = 0, 0; 1, 1, 2, 3, 3; 5, 5, 6, 7, 7; • • • ;

An = 0,   1;   0,   0,   0,   0,   0;   0,   0,   0,   0,   0; • • • .

La loi des conditions successives est uniforme ä partir de la 3me condition

(apres le premier signe ;). On a pour w = 3

a„+5 = an,      an+i = an + 4,      An = 0.

D'apres cette partie des conditions, T^Xz) devrait etre paire relativement aux

deux points a et b et avoir une symetrie encore plus haute relativement au

point a; plus precisement, F{z) devrait satisfaire aux identies par rapport ä z:

F{z) = F(a 4- i(z - a)),     F{z) = Fib - (z - b)).

De ces identites on tire, par calcul formel ou en tenant compte de la significa-

tion geometrique:

Fiz 4- 2(b - a)) = F(z),     F(z + 2i(b - a)) = F(z).

F(z) serait ainsi une fonction entiere doublement periodique, done une con-

stants—mais cela contredit les deux premieres conditions; F(z) n'existe pas.
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