
MULTIPLICATEURS ET CLASSES CARACTERISTIQUES

PAR

J. L. KOSZUL

Introduction. Soient Y un espace topologique, F une relation d'equiva-

lence dans Fet Fi le graphe de cette relation R. Soit d'autre part G un groupe

topologique. Les espaces fibres principaux(') de base Y/R, de groupe G,

qui sont trivialises par l'application canonique Y—+Y/R, c'est a, dire dont

l'image reciproque par cette application est un espace fibre trivial de base Y,

peuvent se definir au moyen de certaines applications continues de Fi dans

G (les multiplicateurs). Ce mode de definition des espaces fibres se rencontre

lorsqu'on definit un espace fibre par un systeme de fonctions de passage, ou

encore lorsque, dans la theorie des varietes complexes, on definit une classe

de diviseurs par un facteur d'automorphie. Le but de cette Note est d'indiquer

un procede de formation des classes caracteristiques d'un espace fibre prin-

cipal defini par la donnee d'un multiplicateur. Ce procede repose sur une

construction des groupes d'homologie de l'espace quotient Y/R qui est

etroitement apparentee, a. la fois a. la "bar-construction" de Eilenberg-Mac-

Lane, et a certains resultats de H. Cartan et J. Leray sur les groupes discrets

de transformations. Notre construction n'a cependant pas le caractere stricte-

ment algebrique des constructions envisagees par ces auteurs.

1. Homologie des espaces quotients. Dans ce paragraphe, on designera

par Y un espace topologique et par F une relation d'equivalence dans Y.

Pour tout entier rj=|0, soit Yr le sous-espace du produit direct Yr+l constitue

par les points (y0, yi, • • • , yf) tels que yi~y0 pour *=1, 2, • • • , r. Pour

tout couple d'entiers (r, i) tels que r>0 et r^i^O, on designera par or,,-

l'application continue de Yr dans Fr_t definie par

ar.i(yo, yi, ■ • ■ yr) = (yo, • • •, y\, • • •, yf).

Lorsque r^2 et r^j>i}jzO, on a: ar_i,,-_iar,i = ar_i,,-ar,,-. On notera -4r,p(F,F),

ou simplement Ar,P, le groupe des chaines singulieres de degre p de l'espace

Fr, les coefficients etant entiers. Soit .4(F,F) le groupe abelien bigradue,

somme directe des groupes Ar,p. On definit dans A(R,Y) deux operateurs

bords:
(1) l'operateur d', de type (0, —1), dont la restriction a, Ar= zZvAr.P

est ( — l)r3, d designant l'operateur bord du complexe des chatnes singulieres

de YT,
(2) l'operateur  d",   de  type   ( — 1,   0),   dont  la  restriction   a  Ar  est
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WZu-o (~l)'ar,i, <xr,i designant l'homomorphisme de Ar dans AT^i defini par

l'application ar,i (3" = 0 sur ^4o).

On a visiblement les relations: d'2 = d"2 = d'd"+d"d' = 0. On definit done

un nouvel operateur bord A, abaissant le degre total d'une unite, en posant

A=d'+d". Les groupes d'homologie (respectivement, les modules de co-

homologie(2)) du complexe A(R, Y) ainsi defini seront notes Hn(R, Y) (resp.

H»(R, Y)).
On va demontrer que, si R verifie certaines conditions, les groupes Hn(R, Y)

et les modules Hn(R,Y) sont respectivement isomorphes aux groupes

d'homologie singuliere Hn(Y/R) et aux modules de cohomologie singuliere

Hn(Y/R) de l'espace quotient Y/R. L'application canonique q de Fsur Y/R

definit un homomorphisme ^ de i0 dans le groupe S(Y/R) des chalnes

singulieres de Y/R.

Lemme 1. La suite

X       d"       d"
S(Y/R)<^A0<r-Al<r-Ai   ■   •   •

est une suite exacte.

Soit en effet r un simplexe singulier de Y/R et soit AT(r) le sous-groupe

de Ar engendre par les simplexes singuliers de Yr qui sont de la forme

(ro, tx, ■ ■ • , tt), ou les t,- sont des simplexes singuliers de Y tels que q(ri) =t.

On a d"AT(T)GAT-i(T) pour tout r>0. D'autre part, la suite

X d" d"
Zr «- Ao(t) «- Ai(r) «- A2(r) ■ • •

est une suite exacte comme le montre l'operateur d'homotopie h defini

lorsque>lo(T)^(0) en choisissant unsimplexe singulier t' de Ytel que q(r') =t

et en posant h(r0, Tx, • • • , tt) = (t', r0, ri, • ■ • , tt). Puisque chaque groupe

Ar est somme directe des groupes .4,.(t), ou t parcourt l'ensemble des sim-

plexes singuliers de Y/R, ceci demontre le Lemme.

On a evidemment xd'=dx; ceci permet de prolonger x «n un homo-

morphisme du complexe A(R, Y) dans le complexe S(Y/R) en posant x(Ai)

= (0) pour r>0.

Theor!:me 1. Soit S'(Y/R) le sous-complexe de S(Y/R) image de A(R, Y)

par x- Si les groupes d'homologie du complexe S(Y/R)/S'(Y/R) sont tous nuls,

alors x induit, pour tout entier n, un isomorphisme canonique x*'- Hn(R, Y)

—*Hn(Y/R) et un isomorphisme canonique x*'- Hn(Y/R)—>H"(R, Y).

Soit en effet N le noyau de l'homomorphisme prolonge x- Le Lemme 1

montre que dans chaque classe d'homologie de N, il existe un cycle sans

composantes dans Ao+Ax-\- • • • Ar, et ceci quel que soit l'entier r. Comme

(*) Les modules de cohomologie d'un complexe de chalnes C„ seront formes a partir du

complexe de cochalnes Homz (C», k), ou k est un anneau commutatif choisi une fois pour toutes.
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Ar ne contient pas d'element ¥0 de degre <r, ceci prouve que les groupes

d'homologie du complexe A7 sont tous nuls. On en deduit le Theoreme 1 en

considerant la suite exacte de complexes:

(0) <-S(Y/R)/S'(Y/R) ^-S(Y/R) £- A(R, Y) *-N<- (0).

On observera que les groupes d'homologie de S(Y/R)/S'(Y/R) sonc tous

nuls, notamment lorsque Y est un espace fibre localement trivial de base

Y/R, et plus generalement, lorsque tout point x£ Y/R possede un voisinage

U tel que tout simplexe singulier dans U soit image par q d'un simplexe

singulier de F (cf. [4, Chapter VII, §8]).

Exemple. Soit X un espace topologique et soit (Uf)iei un recouvrement

ouvert de X. Dans le sous-espace YEXXI constitue par les points (x, i)

tels que xEUi, soit F la relation d'equivalence pour laquelle (x, i)~(x', j)

lorsque x = x'. L'espace X s'identifie au quotient Y/R. Un point de Yr est un

point de Fr+1 de la forme ((x, i0), (x, if), • • • , (x, ir)) ou xEUt^Ui^ ■ ■ ■

(~\Uit. On peut done identifier l'espace YT au sous-espace des points

(x, io, ii, • • • , if) de XXlr+1 tels que x££/,-on£/,-/^ • • • C\Uir. Posons

Mr = d'Ar>i+ zZp>o Ar.P et M=zZrMT. Le sous-groupe M est un sous-

complexe de A(R, Y). Si toute intersection non vide d'une famille finie

d'ouverts du recouvrement a meme homologie singuliere qu'un point, alors

pour tout entier re, on a Hn(M) = (0) et Hn(X)~Hn(R, Y)~Hn(A(R, Y)/M)

est isomorphe au re-ieme groupe d'homologie du nerf du recouvrement. On

obtient un resultat analogue en cohomologie, qui est un cas particulier du

resultat bien connu de J. Leray ramenant la cohomologie d'un espace a. celle

du nerf d'un recouvrement simple [6].

2. Homologie et groupes de transformations. Dans ce paragraphe, on

designera par G un groupe topologique et par F un espace topologique dans

lequel G opere de maniere continue a. droite. Partant de ces donnees, on va

construire un complexe analogue au complexe A(R, F) defini au paragraphe

1. Comme on le montrera du reste, cette nouvelle construction coincide avec

la precedente lorsque F est un espace fibre principal de groupe G.

Pour tout couple d'entiers (r, i) our>0et r^i^O, on designera par 6r,«

l'application continue de YXGr dans YXGT~l definie par

br,o(y, si, si, • ■ ■ , sf) = (ysi, si, - ■ ■ , sf),

br,i(y, si, s2) ■ ■ ■ , sf) = (y, sh ■ ■ ■ , SiSi+i, ■ • •, sf)    (0 < i < r),

h,r(y, si, si, • ■ ■ , sf) = (y, sh ■ ■ ■ , Sr-l).

Lorsque r^2 et r^j>i^0, on a: 6P_i,y_i6r,i = 6r_i,,6r,j. On notera Br,p(G,'Y),

ou simplement Br,p, le groupe des chalnes singulieres de degre p de l'espace

YXGr. Soit B(G,Y) le groupe abelien bigradue somme directe des groupes

B,,p. On definit dans B(G,Y) deux operateurs bord:
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(1) l'operateur 6", de type (0, —1), dont la restriction a Br= zZp BT.P est

( — l)rd, d designant l'operateur bord du complexe des chaines singulieres de

YXG*.
(2) l'operateur d", de type ( — 1, 0), dont la restriction a. Br est

zZi-o (— 1)^,,, Br,i designant l'homomorphisme de Br dans Pr_i defini par

l'application br,i(d" = 0 sur Bo).

On a visiblement les relations: d'2=d"2 = d'3"+d''d' = 0. On definit done

un nouvel operateur bord A, abaissant le degre total d'une unite, en posant

A = d'+d". Les groupes d'homologie (resp. les modules de cohomologie) du

complexe B(G,Y) ainsi defini seront notes Hn(G,Y) (resp. Hn(G, Y)). La

filtration de B(G,Y) par les sous-complexes P0+Pi+ • • • +#r definit, en

homologie, une suite spectrale dont le terme El est somme directe des groupes

d'homologie singuliere des espaces YXGr (d'une maniere precise E)iP

= Hp(YXGr)). L'operateur d1 de E1 a pour restriction a E)jV l'homomor-

phisme zZ("~l)'()3i-,«)*, ou (j3r,<)* est l'homomorphisme de Hp(YXGr) dans

Hp(YXGr~l) defini par l'application br,i-

On precisera maintenant les relations entre la construction prececlente et

celle qui a fait l'objet du §1. Soit R la relation d'equivalence dans Y definie

par G, e'est a dire la relation d'equivalence ayant pour graphe l'ensemble des

points (y, y') G Y2 tels que yG = y'G. Le quotient de Y par cette relation R sera

note Yq- Pour tout entier r'SiO, on definit une application continue hr de

YXGT dans YT en posant

hr(y, Si, sh ■ ■ ■, sr) = (y, ysi, ysis2, ■■ ■ , ysiSi ■ • • sr).

Lorsque r^l et r^i^O, on a hr-ibr,i = ariihr. Soit rjr l'homomorphisme de Br

dans Ar defini par l'application hr. Ces homomorphismes constituent un

homomorphisme canonique i? du complexe bigradue B(G,Y) dans le com-

plexe bigradue A(R,Y). Soient n*: Hn(G,Y)-^HH(R,Y) et r]*: 7/"(P,F)

—*Hn(G, Y) les homomorphismes canoniques induits par n. En composant ces

homomorphismes avec les homomorphismes H„(R,Y)—>Hn(Yg) et H"(Ya)

—>Hn(R,Y), on obtient des homomorphismes canoniques que Ton notera

X*: 7Z„(G,F)-*7Zn(F0) et X*: 77"(FG)->77»(G,F).
Soient maintenant Y et Y' deux espaces ou le groupe G opere de maniere

continue a. droite et soit t une application continue de Y dans Y' telle que

t(ys)=t(y)s pour tout yGY et tout sGG. On notera Ig l'application de Ya

dans Y'q deduite de t par passage aux quotients. Pour tout entier r, soit tr

l'application continue de FXc7r dans Y'XGT qui transforme (y, Si, ■ ■ ■ , sT)

en (t(y), Sx, • • • , sr). Chaque application tr definit un homomorphisme

8r: Br(G, Y)—>Pr(G, Y') et les homomorphismes 8r constituent un homo-

morphisme du complexe bigradue B(G,Y) dans le complexe bigradue

B(G,Y'). Cet homomorphisme induit des homomorphismes 6*: Hn(G,Y')

-*Hn(G,Y). Si 8a: Hn(Yg)-*H«(Ya) est l'homomorphisme defini par l'ap-

plication ta, on voit facilement que le diagramme



260 J. L. KOSZUL [September

H"(G, Y) <-H"(G, Y')

Tx*     *g       Tx*
H"(YG)^-Hn(Ya)

est commutatif.

3. Cas des espaces fibres principaux.

Theoreme 2. Si Y est un espace fibre principal de groupe G, alors les

homomorphismes canoniques x*- Hn(G, F)—>-r7n(Fc) et x*- H"(F(?)-^Hn(G, F)

sont bijectifs.

En effet, dans ce cas, les applications hr: GX Yr—>Fr sont des homeo-

morphismes, et par suite les homomorphismes 77* et rj* definis au §2 sont

bijectifs. Le Theoreme resulte done du Theoreme 1.

L'isomorphisme du Theoreme 2 a ete indique explicitement dans differ-

ents cas, et en particulier des le cas ou G est un groupe discret (le complexe

B(G, Y) est alors le complexe dans chaines non homogenes de G, au sens de

Eilenberg-Mac Lane, a. coefficients dans le complexe des chaines singulieres

. . . de F, cf. [1; 2]).

Lorsque Y=I est un espace reduit a un point, le complexe B(G, I) ne

differe du complexe obtenu par "bar construction" a partir du complexe

S(G) des chaines singulieres de G que dans la mesure ou il fait intervenir les

complexes des chaines singulieres des espaces Gr et non les produits tensoriels

®rS(G) (cf. [3]). Lorsque Y = G, les operations de G dans F etant les transla-

tions a, gauche, il resulte du Theoreme 2 que B(G, G) est "acyclique," ses

groupes d'homologie etant isomorphes a ceux de l'espace G/G. Ce complexe

B(G, G) est, a. des details pres, une "construction acyclique" au sens du

Seminaire H. Cartan, 1954/55, Exposes 3, 13, 19.

Soit F un espace fibre principal de groupe G, de base Pg. L'application

de P sur I (espace reduit a. un point) definit des homomorphismes canoniques

Hn(G, I)-*Hn(G, P) qui, composes avec les isomorphismes x*_1; Hn(G, P)

—>Hn(Fe) donnent des homomorphismes canoniques 7*: H"(G, I)-+Hn(Pa).

Ces homomorphismes seront appeles les homomorphismes caracteristiques de

l'espace fibre P.

4. Interpretation des modules H"(G, Y). Soit ty un espace fibre principal

universel de groupe G (e'est a dire un espace fibre principal de groupe G

ayant meme homologie singuliere qu'un point, cf. [7]). Soit d'autre part F

un espace ou G opere de maniere continue a droite. En posant (re, y)s=(us,ys)

pour tout point (re, y)E'$XF, on definit dans tyXF une structure d'espace

fibre principal de groupe G dont la base est un espace fibre universel de fibre

F et de groupe G. La projection de ty X F sur F definit un homomorphisme ir

du complexe bigradue B(G, tyXF) dans le complexe bigradue B(G, F). Du

fait que ty a meme homologie singuliere qu'un point resulte que cet homo-
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morphisme tt induit un isomorphisme des termes de rang 1 des suites spec-

trales obtenues en filtrant ces deux complexes par le degre r. On en deduit le

resultat suivant:

Theoreme 3. Si ty est un espace fibre principal universel de groupe G, les

homomorphismes canoniques 7r*:77„(G, tyXF) —► Hn(G,F) et ir*: H"(G,F)

-^>Hn(G, $ X F) sont bijectifs.

Corollaire. Si @ est un espace fibre universel de fibre F et de groupe G, il

existe pour tout entier n un isomorphisme canonique de Hn(G, F) sur /7™((g).

On l'obtient en composant tt* avec l'isomorphisme x*_1; Hn(G, tyXF)

—>77"((£) (cf. Theoreme 2). En particulier, les modules Hn(G, I) sont canon-

iquement isomorphes aux modules de cohomologie de l'espace classifiant Pa-

Soit maintenant P un espace fibre principal quelconque de groupe G, et

soit r une application continue de P dans F telle que r(ys) =r(y)s quels que

soient yGP et sGG. Une telle application correspond a, une section continue

fa de l'espace fibre de fibre F associe a. P qui s'obtient par passage aux quo-

tients a, partir de l'homomorphisme t: y—»(y, r(y)) de P dans PXF. L'appli-

cation r definit des homomorphismes p*: 77"(G, F)—*Hn(G, P). On va inter-

preter les homomorphismes x*_1P*: Hn(G, F)—»/7n(PG) dans le cas ou il

existe un homomorphisme / de P dans un espace fibre universel ty de groupe

G(3). Designons encore par t l'application de PXF dans tyXF qui prolonge /

et notons p la projection de 'ip'XFsur F: on aalors r = ptf. D'autre part, on a

le diagramme commutatif:

H"(G, P) <-^— 77n(G, PXF) <-Hn(G, PXF) *^— Hn(G, F)

Tx*       . Tx* * Tx*
Pa                                Sa

H"(PG) <-77"((P X F)0) <-77"((P X F)a)

et par suite: x*_1P* = X*_1P*^*7r*==P*^GX*_1'r*- On voit done que ^*_1p* est

compose: (1) de l'isomorphisme canonique de Hn(G, F) sur le n-ieme module

de cohomologie de l'espace fibre universel (ty XF)o, (2) de l'homomorphisme

8a defini par l'application ta de l'espace fibre (PXF)a dans l'espace fibre

universel (^ X F) a, (3) de l'homomorphisme f>a defini par la section de l'espace

fibre (PXF)G-

En appliquant ce qui precede au cas P = 7, on obtient ce qui suit:

Theoreme 4. Si il existe un homomorphisme t de l'espace fibrS principal P

dans un espace fibre principal universel **J3, alors Vhomomorphisme caracter-

istique H"(G, 7)—>7/n(Pa) est compose de l'isomorphisme canonique de Hn(G, I)

sur HnC<$c) et de l'homomorphisme de Hn(ty0) dans Hn(PG) que definit l'ap-

plication deduite de t par passage aux quotients.

(3) On sait qu'un tel homomorphisme / existe lorsque la base P<? de P est paracompacte et

localement homeomorphe a un complexe simplicial fini.
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L'image de l'homomorphisme caracteristique est done constitute dans ce

cas par les classes caracteristiques au sens habituel du terme.

5. Multiplicateurs et espaces fibres. Dans ce paragraphe, on designe par

F une relation d'equivalence dans un espace topologique F et par q l'ap-

plication canonique de F sur l'espace quotient X= Y/R.

Soit P un espace fibre principal de base X, de groupe G, trivialise par

l'application q: F—>X et soit p la projection de P sur X. II existe une applica-

tion continue r: Y-+P telle que q = pr. Soit/l'application du graphe Fi dans

G definie par la condition r(y') =r(y)f(y, y') pour tout point (y, y')E Yi. Cette

application / verifie la condition:

(M) / est continue et lorsque y~y'/~y", ore a

f(y,y")=J(y,y')f(y',y").

De la trivialite locale de F resulte que / verifie meme la condition plus

forte:

(M') pour tout point xEX, il existe un voisinage ouvert U de x dans X et

une application continue g de q~1(U) dans G telle que f(y, y') =g~1(y)g(y') pour

tout point (y, y') £ Y tel que q(y) £ U.

Soit r' une autre application continue de F dans F telle que q = pr' et

soit/' l'application de Fi dans G definie par la condition r'(y')=r'(y)f'(y, y')

pour (y, y')£Fi. II existe une application continue g de Y dans G telle que

r'(y) =r(y)g(y) pour tout yEY. Par consequent,/et/' verifient la condition:

(E) il existe une application continue g de Y dans G telle que

f(y, y') = g~\y)f(y, y')g(y')

pour tout point (y, y') £ Fi.

Toute application/de Fi dans G qui verifie la condition (M') sera appelee

un multiplicateur (sur F a valeurs dans G). Deux multiplicateurs/ et/' qui

verifient la condition (E) seront dits equivalents. L'ensemble des classes de

multiplicateurs equivalents pour cette relation (E) sea note M(Y, G). On

observera que (M') est consequence de (M) toutes les fois que, pour tout

point xo£X, il existe un voisinage ouvert U de xo et une application con-

tinue t de U dans F telle que q(t(x)) =x pour tout x£ U.

Ce qui precede montre comment, a tout espace fibre principal de base X

et de groupe G trivialise par q est associe une classe de multiplicateurs

EM(Y, G). A deux espaces fibres isomorphes correspond evidemment la

meme classe de multiplicateurs. On a done une application naturelle ^ de

l'ensemble des classes de fibres principaux de base X de groupe G trivialises

par q dans l'ensemble M(Y, G). Cette application ^ est bijective. Pour le

voir, on va montrer que tout multiplicateur / sur F a. valeurs dans G definit

canoniquement un espace fibre principal de base X, de groupe G trivialise

par q. Dans l'espace produit YXG, on definit une relation d'equivalence en

posant (y, s)~(y', s') lorsque y~y' et s=f(y, y')s'. Soit F l'espace topo-



1958] MULTIPLICATEURS ET CLASSES CARACTERISTIQUES 263

logique quotient de YXG par cette relation d'equivalence et soit h l'applica

tion canonique de YXG sur P. L'application (y, s)—>q(y) de YXG sur X est

composee de h et d'une application continue p de P sur X. D'autre part, il

existe une loi d'operation de G dans P et une seule telle que h(y, s)t = h(y, si)

pour yG Y et s, tGG. On verifie que P, muni de ces operations de G et de

l'application p est un espace fibre principal de base X et de groupe G. II est

trivialise par q car q(y)=p(h(y, e)) (e = element neutre de G). Puisque

h(y', e)=h(y, f(y, y'))—h(y, e)f(y, y'), ia classe de multiplicateur associee a

P est la classe de/. Ceci prouve que ^ est surjective. Soient maintenant P' un

espace fibre principal de base X, de groupe G trivialise par q et g' une ap-

plication de Y dans P' telle que q = p'g'. Si le multiplicateur/' defini par

g'(y') —g'(y)f'(y, y') est equivalent a/, il existe une application continue g" de

Y dans P' telle que q = p'g" et g"(y')=g"(y)f(y, y') lorsque y~y'. Soit b

l'application continue de P dans P' definie par la condition b(h(y, s)) =g"(y)s

pour tout yG Y et tout sGG. On a p=p'b et b(zs) =b(z)s pour tout z£P et

tout sGG. Par consequent 6 est un isomorphisme de P sur P' et ceci prouve

que ^ est injective(l).

Lorsque Y et P sont construits a, partir d'un recouvrement ouvert de X,

comme dans l'exemple donne ou paragraphe 1, on voit que les multiplicateurs

sur Y a valeurs dans G ne sont pas autre chose que les systemes de fonctions

de passage a valeurs dans G pour le recouvrement donne. Lorsque Y est un

espace fibre principal de groupe T et que P est le relation d'equivalence

definie par les operations de T, alors, en identifiant Yi et YXT par l'homeo-

morphisme (y, s)—>(y, ys), on voit que les multiplicateurs sur Y a. valeurs

dans G sont les application continues k: YXT—>G telles que k(y, st)

= k(y, s)k(ys, t) (yG Y, s, tGV). Les multiplicateurs sont done dans ce cas les

"facteurs d'automorphie."

6. Homomorphismes caracteristiques et multiplicateurs. Soit R une rela-

tion d'equivalence dans l'espace topologique Y et soit X l'espace quotient

Y/R. Soit/ un multiplicateur sur Y a, valeurs dans un groupe topologique G.

Le multiplicateur / definit un espace fibre principal P de groupe G et de

base X. On va donner une construction de l'homomorphisme caracteristique

Hn(G, I)-*Hn(X) de ce fibre, utilisant le complexe A(R, Y) et le multipli-

cateur /.

Soit P un espace topologique ou le groupe G opere a droite de maniere

continue et soit c une application continue de Y dans P telle que c(y')

= c(y)f(y, y') lorsque y~y' (une telle application correspond a. une section

continue de l'espace fibre de fibre F associe a. P). On va montrer que le

if) Le groupe des applications continues de Y dans G opere dans l'ensemble des multiplica-

teurs sur Y a valeurs dans G, le transform6 d'un multiplicateur / par une application g etant

le multiplicateur (fg)(y, y') = g(y)~lf{y, y')g(y')- On verifie facilement que le groupe de stabilite

d'un multiplicateur/ est canoniquement isomorphe au groupe des automorphismes de l'espace

fibr6 principal ddfini par/.
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multiplicateur / et l'application c definissent un homomorphisme du com-

plexe bigradue A(R, Y) dans le complexe bigradue B(G, F). Pour tout entier

r^O, on notera (c, f)T l'application continue de Fr dans FXGr definie par

(c,/)r(yo, yi, • • •, yf) = (c(y0),/(yo, yi),/(yi, yf), ■ ■ ■ ,f(yr-i, yf))

pour tout (y0, yi, • • • , yf)EYr. Lorsque O^i^r, on a 6r,f(c,/),= (c,/)r_iar,,-.

De ces relations resulte que les applications (c, f)T definissent des homomor-

phismes (7, cp)r: AT(R, Y)-+BT(G, F) qui constituent un homomorphisme

(7, cp) du complexe bigradue ^4(F, Y) dans le complexe bigradue B(G, F).

Soit g une application continue de Y dans G. Le multiplicateur f'(y, y')

= i(y)~lf(y, y')i(y') et l'application c'(y)=c(y)g(y) definissent un nouvel

homomorphisme (y',cp') de.4(F, Y) dansF(G, F). Le lemme suivant montre

que (7', cp') et (7, cp) sont homotopes:

Lemme. II existe un homomorphisme v du groupe A(R, Y) dans le groupe

B(G, F) telque:

(a) v(AT,P) C Br+i.p,

(b) Vd' + d'r, = 0,

(c) vd" + d"v = (7', <*>') - (7, *).

Pour tout couple d'entiers (r, i) tels que r^i*zO, designons en effet par

.hr,i l'application continue de Fr dans FXGr+1 definie par:

firAyo, yi, ■ ■ •, yr)

= (c(ya),f(yo, yd, ■ ■ ■ ,/(y.-i, yf), g(yf),f'(y>, y.+O, • • • ,f'(yr-i, yf))-

Soit rjr.i l'homomorphisme de ^4r(F, F) dans Br(G, F) defini par l'application

hTti et soit i) l'homomorphisme du groupe A(R, Y) dans le groupe B(G, F)

ayant E'-o ( — ̂ YVr.i pour restriction a, Ar(R, Y). On verifie directement que

■n satisfait aux conditions du lemme.

En appliquant ce qui precede au cas F=I, on voit que toute classe de

multiplicateurs sur F a valeurs dans G definit pour tout entier re un homo-

morphisme Hn(G, I)^>Hn(R, Y).

Theoreme 5. Soit f un multiplicateur sur Y a valeurs dans G et soit P

l'espace fibre principal de base Y/R de groupe G difini par f; l'homomorphisme

cp*:Hn(G, I)-*Hn(R, Y) defini par f est compose de l'homomorphisme ca-

racteristique Hn(G, I)-*Hn(Y/R) de l'espacefibri P et de l'homomorphisme ca-

nonique X*'- H"(Y/R)-+Hn(R, Y).

Soit en effet g une application de F dans F telle que g(y')—g(y)f(y, y')

lorsque y~y' et soit p la projection de F sur Y/R. Le multiplicateur / et

l'application g definissent un homomorphisme (7, cp) du complexe -4(F,  F)
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dans le complexe B(G, P). En composant (7, d>) avec l'homomorphisme

8:B(G, P)—*B(G, I) que definit l'application P—*I, on obtient l'homomor-

phisme de A(R, Y) dans B(G, I) defini par/. D'autre part, puisque q = pg, le

diagramme

(7, <*>)*
77"(P, Y) ( 7/"(G, P)

\ /
X* v*

Hn(Y/R)

est commutatif (ir* etant l'isomorphisme canonique du Theoreme 2). On a

done <p* — (y, <j>)*8* =x*<r*~18*, ce qui demontre le theoreme. Lorsque

Hn(X)—>7/n(P, F) est bijectif, l'homomorphisme d>* permet done d'obtenir

les classes caracteristiques de l'espace fibre P.

Indiquons pour terminer comment cette methode s'applique au cas des

espaces fibres principaux de groupe C* = C— (0) (cf. [5]).

Designons par c le cocycle de degre 1 de l'espace C defini par c(t) = (l/27ri)

■fTdz/z pour tout simplexe singulier t de dimension 1 dans C*. Ce cocycle

peut etre considere comme une cochalne de degre 2 du complexe

Uomz(B(C*, I), C). On a d'(c)=cd' = 0 et d"(c)=cd" = 0, done c est un co-

cycle de ce complexe. La classe de Chern (pour des coefficients dans C) d'un

espace fibre principal de groupe C* est l'image de la classe de c dans H2(C*, I)

par l'homomorphisme caracteristique.

Soit Y un espace fibre principal de base X et de groupe T discret. Soit /

un multiplicateur sur Y a valeurs dans C*, qu'on ecrira comme application

de FXT dans C*. La classe de Chern de l'espace fibre principal Pt defini par

/ a pour image dans H2(T, Y) la classe du cocycle tx, image reciproque de Ci

par l'application/: Fxr—»C*. Supposons que Y soit simplement connexe; il

existe alors une application continue g: YXT-+C telle que f(y, s)=e2ri°<-v-'K

On peut considerer g comme une 0-cochaine de l'espace YXY, done comme

une 1-cochalne du complexe Hom^(P(r, Y), C). On a 61= —d"(g), done ti est

cohomologue a d"(g). Or d"(g) est la 0-cochaine de l'espace FXTXT definie

par (d"(g))(y, s, t)=g(ys, t)-g(y, st)+g(y, s)=e(s, f); elle est a. valeurs

entieres et independante de y. On voit done que la classe de Chern (a. coeffi-

cients dans C) de l'espace fibre Pj est l'image par l'homomorphisme caracter-

istique H2(T, I)^rH2(X) de la classe du 2-cocycle e(s, t). Ce resultat est encore

valable pour des coefficients entiers. La classe de Chern a coefficients entiers

s'obtiendra en partant d'un cocycle de Homz(B(C*, /), Z) de la forme

C1+A0, ou 6 est une 0-cochaine sur l'espace C*, a valeurs dans C, telle que

z = e2r<bw pour tout z £ C. La classe de Chern de P/ a pour image dans 772 (r, Y)

la classe du cocycle c+A5, ou b est l'image reciproque de 6 par l'application/;

ce cocycle est encore cohomologue a e dans le complexe de cochalnes

Homz(73(T, F), Z).
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