MULTIPLICATEURS ET CLASSES CARACT];‘,RISTIQUES

PAR
J. L. KOSZUL

Introduction. Soient ¥ un espace topologique, R une relation d'équiva-
lence dans Yet Y, le graphe de cette relation R. Soit d’autre part G un groupe
topologique. Les espaces fibrés principaux(!) de base Y/R, de groupe G,
qui sont trivialisés par l'application canonique Y—Y/R, c’est & dire dont
I'image réciproque par cette application est un espace fibré trivial de base Y,
peuvent se définir au moyen de certaines applications continues de Y; dans
G (les multiplicateurs). Ce mode de définition des espaces fibrés se rencontre
lorsqu’on définit un espace fibré par un systéme de fonctions de passage, ou
encore lorsque, dans la théorie des variétés complexes, on définit une classe
de diviseurs par un facteur d’automorphie. Le but de cette Note est d’indiquer
un procédé de formation des classes caractéristiques d’un espace fibré prin-
cipal défini par la donnée d’un multiplicateur. Ce procédé repose sur une
construction des groupes d’homologie de l'espace quotient Y/R qui est
étroitement apparentée, i la fois & la “bar-construction” de Eilenberg-Mac-
Lane, et A certains résultats de H. Cartan et J. Leray sur les groupes discrets
de transformations. Notre construction n'a cependant pas le caractére stricte-
ment algébrique des constructions envisagées par ces auteurs.

1. Homologie des espaces quotients. Dans ce paragraphe, on désignera
par Y un espace topologique et par R une relation d’équivalence dans Y.
Pour tout entier r =0, soit Y, le sous-espace du produit direct ¥Y*+! constitué
par les points (¥o, ¥1, - * +, ¥») tels que yi~y, pour 2=1, 2, - - -, r. Pour
tout couple d’entiers (r, 7) tels que r>0 et r=¢=0, on désignera par a,,;
I'application continue de Y, dans Y,_, définie par

ari(yo, Y1, * o) = (Yo, Foy 0, Ii)e

Lorsque r=2etr=j>120,0n a: @,1,j18,,i=0ar-1,a,,;. On notera 4, ,(R,Y),
ou simplement 4,,,, le groupe des chaines singuliéres de degré p de I’espace
Y., les coefficients étant entiers. Soit 4(R,Y) le groupe abélien bigradué,
somme directe des groupes 4,,,. On définit dans 4(R,Y) deux opérateurs
bords:

(1) 'opérateur d’, de type (0, —1), dont la restriction 3 4,= DY .
est (—1)7d, d désignant l'opérateur bord du complexe des chaines singuliéres
de Y,

(2) V'opérateur 9", de type (—1, 0), dont la restriction a A4, est
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=0 (—1)%a, s, a,,; désignant ’homomorphisme de A, dans 4,; défini par
I’'application a,,; (8" =0 sur 4,).

On a visiblement les relations: 3'2=9""2=3'd"" +9"/d’ =0. On définit donc
un nouvel opérateur bord A, abaissant le degré total d’une unité, en posant
A=9'+0"”. Les groupes d’homologie (respectivement, les modules de co-
homologie(?)) du complexe A (R, Y) ainsi défini seront notés H,(R, Y) (resp.
H(R, Y)).

On va démontrer que, si R vérifie certaines conditions, les groupes H,(R, Y)
et les modules H®*(R,Y) sont respectivement isomorphes aux groupes
d’homologie singuliére H,(Y/R) et aux modules de cohomologie singuliére
H*(Y/R) de 'espace quotient Y/R. L'application canonique q de ¥ sur Y/R
définit un homomorphisme ¥ de A4, dans le groupe S(Y/R) des chaines
singuliéres de Y/R.

LEMME 1. La suite
17 7

S(Y/R) & dgm Ay 4y - - -
est une suite exacte.

Soit en effet 7 un simplexe singulier de Y/R et soit 4.(r) le sous-groupe
de 4, engendré par les simplexes singuliers de ¥, qui sont de la forme
(ro, 71, - -+, 74), Ol les 7; sont des simplexes singuliers de Y tels que q(r;) =7.
On a 8"”A4,(r)CA,.(r) pour tout r>0. D’autre part, la suite

" "

PR PR APNE PAPHE S

est une suite exacte comme le montre l'opérateur d’homotopie # défini
lorsque A o(7) # (0) en choisissant un simplexe singulier 7/ de Y tel que ¢(7') =7
et en posant k(ro, 71, - -+, 7,) =(7, To, 71, - + +, 7+). Puisque chaque groupe
4, est somme directe des groupes 4,(r), ot 7 parcourt ’ensemble des sim-
plexes singuliers de ¥/R, ceci démontre le Lemme.

On a évidemment xd’=0dx; ceci permet de prolonger x en un homo-
morphisme du complexe A(R, Y) dans le complexe S(Y/R) en posant x(4.)
=(0) pour r>0.

TuEOREME 1. Soit S’(Y/R) le sous-complexe de S(Y/R) image de A(R, V)
par x. St les groupes d'homologie du complexe S(Y/R)/S'(Y/R) sont tous nuls,
alors x induit, pour tout entier n, un isomorphisme canonique xx: Ho(R, V)
—H,(Y/R) et un isomorphisme canonique x*: H(Y/R)—H"(R, Y).

Soit en effet N le noyau de 'homomorphisme prolongé x. Le Lemme 1
montre que dans chaque classe d’homologie de N, il existe un cycle sans
composantes dans Ay+A4,+ - - - 4,, et ceci quel que soit I'entier ». Comme

(*) Les modules de cohomologie d’'un complexe de chatnes C, seront formés i partir du
complexe de cochatnes Homg (C,, k), o k est un anneau commutatif choisi une fois pour toutes.
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A, ne contient pas d'élément #0 de degré <r, ceci prouve que les groupes
d’homologie du complexe N sont tous nuls. On en déduit le Théoréme 1 en
considérant la suite exacte de complexes:

(0) —S(Y/R)/S'(Y/R) —S(V/R) & A(R, ¥) — N — (0).

On observera que les groupes d’homologie de S(Y/R)/S’(Y/R) sonc tous
nuls, notamment lorsque Y est un espace fibré localement trivial de base
Y/R, et plus généralement, lorsque tout point x& Y/R posséde un voisinage
U tel que tout simplexe singulier dans U soit image par ¢ d’un simplexe
singulier de ¥ (cf. [4, Chapter VII, §8]).

ExXEMPLE. Soit X un espace topologique et soit (U;)ier un recouvrement
ouvert de X. Dans le sous-espace YCX X constitué par les points (x, 7)
tels que xE U, soit R la relation d’équivalence pour laquelle (x, 7)~(x’, j)
lorsque x =x’. L'espace X s'identifie au quotient Y/R. Un point de ¥, est un

point de Y *! de la forme ((x, %), (x, %1), - -+, (x,¢,)) ov xES U, U\ - - -
NU;,. On peut donc identifier l'espace Y, au sous-espace des points
(x, 0, %1, = =, &) de X XI™+! tels que x&U; Uy - - - N U;,. Posons

M,=8A,14+ D ps0 4, et M=D,. M, Le sous-groupe M est un sous-
complexe de A(R, Y). Si toute intersection non vide d’'une famille finie
d’ouverts du recouvrement a méme homologie singuliére qu'un point, alors
pour tout entier #, on a H,(M) = (0) et H,(X)~H.(R, V)~H.(A(R, Y)/M)
est isomorphe au n-iéme groupe d’homologie du nerf du recouvrement. On
obtient un résultat analogue en cohomologie, qui est un cas particulier du
résultat bien connu de J. Leray ramenant la cohomologie d'un espace & celle
du nerf d’un recouvrement simple [6].

2. Homologie et groupes de transformations. Dans ce paragraphe, on
désignera par G un groupe topologique et par ¥ un espace topologique dans
lequel G opére de maniére continue & droite. Partant de ces données, on va
construire un complexe analogue au complexe 4 (R, Y) défini au paragraphe
1. Comme on le montrera du reste, cette nouvelle construction coincide avec
la précédente lorsque Y est un espace fibré principal de groupe G.

Pour tout couple d’entiers (7, 7) olt #>0 et =720, on désignera par b,
I'application continue de Y XG* dans ¥ XG™! définie par

br,O(y7 S1, S2y 7 751') = (}’51, S2y * 0, S,-),
br.i(y) S1, 82y © 0, S,) = ()’, S N ) LI sr) (O <1< f),
b"'f(y» S1, 82, © 7 7, Sr) = (y’ S1, t sr-l)-

Lorsque r=2 et 7=7>4=0, on @: by_1,j-1,,i=b,-1,:b, ;. On notera B, ,(G,’Y),
ou simplement B, ,, le groupe des chaines singuli¢res de degré p de I'espace
Y XG. Soit B(G,Y) le groupe abélien bigradué somme directe des groupes
B, ,. On définit dans B(G,Y) deux opérateurs bord:
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(1) I'opérateur ¢’, de type (0, —1), dont la restriction & B,= 2, B,., est
(—1)rd, d désignant 'opérateur bord du complexe des chaines singuliéres de
YXGr.

(2) Yopérateur 9”7, de type (—1, 0), dont la restriction a B, est
> tzs (—1)3,.i, Br,s désignant ’homomorphisme de B, dans B,_; défini par
I'application b,,;(8" =0 sur By).

On a visiblement les relations: 8’2=09""2=9'9""40"/0’ =0. On définit donc
un nouvel opérateur bord A, abaissant le degré total d’une unité, en posant
A=09"4+0". Les groupes d’homologie (resp. les modules de cohomologie) du
complexe B(G,Y) ainsi défini seront notés H,.(G,Y) (resp. H*(G, Y)). La
filtration de B(G,Y) par les sous-complexes Bo+B;+ - - - + B, définit, en
homologie, une suite spectrale dont le terme E! est somme directe des groupes
d’homologie singulitére des espaces Y XG' (d’une maniére précise E},
=H,(YXG)). L'opérateur 8! de E' a pour restriction & E;, I’homomor-
phisme > (—1)¥(8,.)%, ot (B,.:)x est I'hnomomorphisme de H,(¥XG") dans
H,(YXG™!) défini par I'application b,,.

On précisera maintenant les relations entre la construction précédente et
celle qui a fait I'objet du §1. Soit R la relation d’équivalence dans ¥ définie
par G, c'est & dire la relation d’équivalence ayant pour graphe I’ensemble des
points (v, ¥') E V2 tels que yG=9'G. Le quotient de ¥ par cette relation R sera
noté Yg. Pour tout entier =0, on définit une application continue %, de
Y XGr dans Y, en posant

hf(y) §1, §2, © S,-) = (y) YS1, YS152, © * ¢, YS152 * ¢ sr).

Lorsque r=1 et =720, on a k,1b,,;=a, k.. Soit 7, 'homomorphisme de B,
dans A, défini par 'application k,. Ces homomorphismes constituent un
homomorphisme canonique 7 du complexe bigradué B(G,Y) dans le com-
plexe bigradué A(R,Y). Soient nx: H.(G,Y)—>H,.(R,Y) et n*: H*(R,Y)
—H*(G, Y) les homomorphismes canoniques induits par 7. En composant ces
homomorphismes avec les homomorphismes H,.(R,Y)—H,.(Y¢q) et H*(Yq)
—H"(R,Y), on obtient des homomorphismes canoniques que l'on notera
xx: Ho(G,Y)—>H,(Yg) et x*: H(Y ¢)—H*(G,Y).

Soient maintenant ¥ et ¥’ deux espaces ou le groupe G opére de maniére
continue 2 droite et soit ¢ une application continue de ¥ dans Y’ telle que
t(ys) =t(y)s pour tout yE Y et tout sEG. On notera tg I'application de Vg
dans Y§ déduite de ¢ par passage aux quotients. Pour tout entier 7, soit ¢,
I'application continue de ¥ XG~ dans ¥’ XG qui transforme (¥, s1, * - + , Sr)
en (t(y), s, - - -, s»). Chaque application ¢, définit un homomorphisme
0.: B.(G,Y)—>B,.(G,Y") et les homomorphismes 6, constituent un homo-
morphisme du complexe bigradué B(G,Y) dans le complexe bigradué
B(G,Y’). Cet homomorphisme induit des homomorphismes 8*: H*(G,Y’)
—H"(G,Y). Si 6§: H (Y§—H"(Y¢) est 'homomorphisme défini par 'ap-
plication tg, on voit facilement que le diagramme
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*

H™(G, Y) — H"(G, ¥)

Tx*  « Tx*
HYY ¢) —— H"(Y3)

est commutatif.
3. Cas des espaces fibrés principaux.

THEOREME 2. St Y est un espace fibré principal de groupe G, alors les
homomorphismes canoniques xx: Ha(G, Y)—>H(Yg) et x*: H*(YV ¢)—H"(G, Y)
sont bijectifs.

En effet, dans ce cas, les applications k,: GX Y*™—> Y, sont des homéo-
morphismes, et par suite les homomorphismes 7+ et #n* définis au §2 sont
bijectifs. Le Théoréme résulte donc du Théoréme 1.

L’isomorphisme du Théoréme 2 a été indiqué explicitement dans différ-
ents cas, et en particulier des le cas o G est un groupe discret (le complexe
B(G, Y) est alors le complexe dans chaines non homogénes de G, au sens de
Eilenberg-Mac Lane, & coefficients dans le complexe des chaines singuliéres
...de ¥, cf. [1; 2]).

Lorsque Y=1I est un espace réduit & un point, le complexe B(G, I) ne
differe du complexe obtenu par “bar construction” 3 partir du complexe
S(G) des chaines singuliéres de G que dans la mesure ol il fait intervenir les
complexes des chaines singuliéres des espaces G” et non les produits tensoriels
®,S(G) (cf. [3]). Lorsque Y =G, les opérations de G dans Y étant les transla-
tions & gauche, il résulte du Théoréme 2 que B(G, G) est “acyclique,” ses
groupes d’homologie étant isomorphes & ceux de 'espace G/G. Ce complexe
B(G, G) est, & des détails prés, une “construction acyclique” au sens du
Séminaire H. Cartan, 1954/55, Exposés 3, 13, 19.

Soit P un espace fibré principal de groupe G, de base Pg. L’application
de P sur I (espace réduit & un point) définit des homomorphismes canoniques
H~(G, I)>H"(G, P) qui, composés avec les isomorphismes x*~!: H*(G, P)
—H"(P¢) donnent des homomorphismes canoniques y*: H*(G, I)—>H"(Pgq).
Ces homomorphismes seront appelés les homomorphismes caractéristiques de
I’espace fibré P.

4. Interprétation des modules H*(G,Y). Soit B un espace fibré principal
universel de groupe G (c’est & dire un espace fibré principal de groupe G
ayant méme homologie singulitre qu’un point, cf. [7]). Soit d’autre part F
un espace ot G opére de maniére continue a droite. En posant (u, y)s = (us,ys)
pour tout point (#, ¥) EP X F, on définit dans P X F une structure d’espace
fibré principal de groupe G dont la base est un espace fibré universel de fibre
F et de groupe G. La projection de X F sur F définit un homomorphisme =
du complexe bigradué B(G, B X F) dans le complexe bigradué B(G, F). Du
fait que P a méme homologie singuliére qu’un point résulte que cet homo-
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morphisme 7 induit un isomorphisme des termes de rang 1 des suites spec-
trales obtenues en filtrant ces deux complexes par le degré . On en déduit le
résultat suivant:

THEOREME 3. St P est un espace fibré principal universel de groupe G, les
homomorphismes canoniques mx: Ha(G, BPXF) — H,(G,F) et w*: H*G,F)
—H"(G, BXF) sont bijectifs.

COROLLAIRE. St € est un espace fibré universel de fibre F et de groupe G, il
existe pour tout entier n un isomorphisme canonique de H*(G, F) sur H*(G§).

On l'obtient en composant w* avec l'isomorphisme x*-1: H*(G, BXF)
—H"*(€) (cf. Théoréme 2). En particulier, les modules H*(G, I) sont canon-
iquement isomorphes aux modules de cohomologie de I'espace classifiant Pg.

Soit maintenant P un espace fibré principal quelconque de groupe G, et
soit 7 une application continue de P dans F telle que r(ys) =r(y)s quels que
soient yEP et s&€G. Une telle application correspond & une section continue
#¢ de 'espace fibré de fibre F associé 3 P qui s’obtient par passage aux quo-
tients & partir de ’homomorphisme #: y—(y, r(y)) de P dans P X F. L’appli-
cation r définit des homomorphismes p*: H*(G, F)—H"(G, P). On va inter-
préter les homomorphismes x*~p*: H*(G, F)—H"(P¢) dans le cas ou il
existe un homomorphisme ¢ de P dans un espace fibré universel B de groupe
G(®). Désignons encore par ¢ I'application de P X F dans B X F qui prolonge ¢
et notons p la projection de B X F sur F: on a alors r =pif. D’autre part, on a
le diagramme commutatif:

ﬁ* 0* 1l'*
H™(G, P) «—— H™G, P X F) —— H*G, P X F) «—— H"(G, F)
Tx*  « Tx* o Tx*

HYPg) o HY((P X F)g) —— H™(P X F)g)

et par suite: x*~lp* = x*~15*0*r* = g0 *~1r*. On voit donc que x*~'p* est
composé: (1) de 'isomorphisme canonique de H*(G, F) sur le n-iéme module
de cohomologie de 'espace fibré universel (B X F)g, (2) de 'homomorphisme
6¢ défini par 'application t¢ de l'espace fibré (P X F)¢q dans l'espace fibré
universel (PBX F) g, (3) de 'homomorphisme 4§ défini par la section de I'espace
fibré (PXF)g.

En appliquant ce qui précéde au cas F=1, on obtient ce qui suit:

THEOREME 4. St il existe un homomorphisme t de l'espace fibré principal P
dans un espace fibré principal universel B, alors I'homomorphisme caractér-
istigue H*(G, I)—>H"(P ¢) est composé de I'isomorphisme canonique de H*(G, I)
sur H(B¢) et de 'homomorphisme de H*(Pg) dans H*(Pg) que définit 'ap-
plication déduite de t par passage aux quotients.

(® On sait qu'un tel homomorphisme ¢ existe lorsque la base Pg de P est paracompacte et
localement homéomorphe 2 un complexe simplicial fini.
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L’image de I'homomorphisme caractéristique est donc constituée dans ce
cas par les classes caractéristiques au sens habituel du terme.

5. Multiplicateurs et espaces fibrés. Dans ce paragraphe, on désigne par
R une relation d’équivalence dans un espace topologique Y et par g 'ap-
plication canonique de ¥ sur 'espace quotient X =Y/R.

Soit P un espace fibré principal de base X, de groupe G, trivialisé par
I'application ¢: Y—X et soit p la projection de P sur X. Il existe une applica-
tion continue r: Y—P telle que g=pr. Soit f I'application du graphe Y; dans
G définie par la condition r(¥") =7(y)f(y, ¥’) pour tout point (y, y') € V1. Cette
application f vérifie la condition:

(M) f est continue et lorsque y~y'~y'"', on a

1, ') = f(&, VG5 ).

De la trivialité locale de P résulte que f vérifie méme la condition plus
forte:

(M’) pour tout point xE€ X, 1l existe un voisinage ouvert U de x dans X et
une application continue g de ¢~'(U) dans G telle que f(y, y") =g~ (v)g(y") pour
tout point (y, ¥y)EY tel que q(y) EU.

Soit 7' une autre application continue de ¥ dans P telle que ¢g=pr" et
soit f’ I'application de Y, dans G définie par la condition #'(y") =7'(3)f (3, ¥")
pour (v, ¥')E Y;. 1l existe une application continue g de ¥ dans G telle que
r'(y) =r(y)g(y) pour tout y& V. Par conséquent, f et f’ vérifient la condition:

(E) 1l existe une application continue g de Y dans G telle que

(&, 9" = g f(y, ¥)g(")

pour tout point (y, y') E V1.

Toute application f de ¥; dans G qui vérifie la condition (M’) sera appelée
un multiplicateur (sur ¥ i valeurs dans G). Deux multiplicateurs f et ' qui
vérifient la condition (E) seront dits équivalents. L'ensemble des classes de
multiplicateurs équivalents pour cette relation (E) sea noté M(Y, G). On
observera que (M’) est conséquence de (M) toutes les fois que, pour tout
point x,E X, il existe un voisinage ouvert U de x, et une application con-
tinue ¢ de U dans Y telle que ¢(¢(x)) =x pour tout x& U.

Ce qui précéde montre comment, 3 tout espace fibré principal de base X
et de groupe G trivialisé par g est associé une classe de multiplicateurs
€M(Y, G). A deux espaces fibrés isomorphes correspond évidemment la
méme classe de multiplicateurs. On a donc une application naturelle ¥ de
I’ensemble des classes de fibrés principaux de base X de groupe G trivialisés
par ¢ dans 'ensemble M (Y, G). Cette application ¥ est bijective. Pour le
voir, on va montrer que tout multiplicateur f sur ¥ & valeurs dans G définit
canoniquement un espace fibré principal de base X, de groupe G trivialisé
par g. Dans I'espace produit ¥ XG, on définit une relation d’équivalence en
posant (y, s)~(y’, s’) lorsque y~y' et s=f(y, ¥’)s’. Soit P I'espace topo-
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logique quotient de Y X G par cette relation d’équivalence et soit % 'applica

tion canonique de Y XG sur P. L'application (y, s)—q(y) de YXG sur X est
composée de & et d'une application continue p de P sur X. D’autre part, il
existe une loi d’opération de G dans P et une seule telle que a(y, s)t="h(y, st)
pour yE Y et s, tEG. On vérifie que P, muni de ces opérations de G et de
'application p est un espace fibré principal de base X et de groupe G. Il est
trivialisé par ¢ car ¢(y)=p(k(y, ¢)) (e=élément neutre de G). Puisque
r(y', e)=h(y, f(3, ¥))=h(y, e)f(y, ¥'), la classe de multiplicateur associée i
P est la classe de f. Ceci prouve que ¥ est surjective. Soient maintenant P’ un
espace fibré principal de base X, de groupe G trivialisé par ¢ et g’ une ap-
plication de Y dans P’ telle que g=p"g’. Si le multiplicateur f’ défini par
20" =g )f (v,) est équivalent a f, il existe une application continue g’’ de
Y dans P’ telle que g=p'g" et g”"(y')=g"(¥)f(y, ¥') lorsque y~y'. Soit b
I'application continue de P dans P’ définie par la condition b(k(y, s)) =g” (v)s
pour tout y& Y et tout sEG. On a p=2p'b et b(zs) =b(2)s pour tout zEP et
tout s&G. Par conséquent b est un isomorphisme de P sur P’ et ceci prouve
que ¥ est injective(?).

Lorsque Y et R sont construits & partir d’un recouvrement ouvert de X,
comme dans l’exemple donné ou paragraphe 1, on voit que les multiplicateurs
sur Y 3 valeurs dans G ne sont pas autre chose que les systémes de fonctions
de passage a valeurs dans G pour le recouvrement donné. Lorsque Y est un
espace fibré principal de groupe I' et que R est le relation d’équivalence
définie par les opérations de I, alors, en identifiant ¥; et ¥'XT' par I’homéo-
morphisme (y, s)—(y, ys), on voit que les multiplicateurs sur Y & valeurs
dans G sont les application continues k: YXI'—>G telles que k(y, st)
=k(y, s)k(ys, t) (yEY, s, tET). Les multiplicateurs sont donc dans ce cas les
“facteurs d'automorphie.”

6. Homomorphismes caractéristiques et multiplicateurs. Soit R une rela-
tion d’équivalence dans |’espace topologique Y et soit X l’espace quotient
Y/R. Soit f un multiplicateur sur Y & valeurs dans un groupe topologique G.
Le multiplicateur f définit un espace fibré principal P de groupe G et de
base X. On va donner une construction de I'homomorphisme caractéristique
H*(G, I)>H*»(X) de ce fibré, utilisant le complexe 4(R, Y) et le multipli-
cateur f.

Soit F un espace topologique ol le groupe G opére & droite de maniére
continue et soit ¢ une application continue de Y dans F telle que c¢(y')
=¢(y)f(y, ¥') lorsque y~y' (une telle application correspond i une section
continue de 'espace fibré de fibre F associé & P). On va montrer que le

(%) Le groupe des applications continues de ¥ dans G opére dans I'ensemble des multiplica-
teurs sur Y 3 valeurs dans G, le transformé d'un multiplicateur f par une application g étant
le multiplicateur (fg) (3, »") =g(») Y (3, ¥')g(y’). On vérifie facilement que le groupe de stabilité
d’un multiplicateur f est canoniquement isomorphe au groupe des automorphismes de 'espace
fibré principal défini par f.
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multiplicateur f et 1'application ¢ définissent un homomorphisme du com-
plexe bigradué A(R, Y) dans le complexe bigradué B(G, F). Pour tout entier
r=0, on notera (c, f), 'application continue de Y, dans FX G~ définie par

€ e@o, y1, =+ =5 92) = (c(0), f(yo, ¥1), f(y1, ¥2), * * * 5 f(Fr—1, 31))

pour tout (yo, y1, * * + , ¥r) E Y, Lorsque 0=52=7, on a b,,:(¢c, f)r=(¢, f)r-10r,i.
De ces relations résulte que les applications (¢, f). définissent des homomor-
phismes (y, ¢),: A.(R, Y)—B,(G, F) qui constituent un homomorphisme
(v, ¢) du complexe bigradué 4 (R, Y) dans le complexe bigradué B(G, F).

Soit g une application continue de ¥ dans G. Le multiplicateur f'(y, ¥')
=g(¥)~Y(y, ¥ )g(y') et l'application ¢'(y)=c(y)g(y) définissent un nouvel
homomorphisme (y’, ¢’) de A (R, Y) dans B(G, Y). Le lemme suivant montre
que (v/, ¢’) et (v, ¢) sont homotopes:

LEMME. Il existe un homomorphisme n du groupe A(R, Y) dans le groupe
B(G, F) tel que:

(a) 1(4;.5) C Bri1p
(b) 78’ + 3'n = 0,
(C) ﬂa” + a"ﬂ = (7,) ¢,) - (7) ¢)-

Pour tout couple d’entiers (7, 7) tels que r=¢=0, désignons en effet par
.h,,; 'application continue de Y, dans FXG™! définie par:

hr,i(yo: Y, * 0y yf)
= (c(y0), (Do, y1), * * + s [ @iz, 325 8W), [/ iy Y1), -+ 5 [/ (Fr—1, I0))-

Soit 7,,; 'homomorphisme de 4,(R, Y) dans B,(G, F) défini par 'application
h..; et soit 7 'homomorphisme du groupe A(R, Y) dans le groupe B(G, F)
ayant »_i=5 (—1)%,.; pour restriction 3 4,(R, ¥). On vérifie directement que
7 satisfait aux conditions du lemme.

En appliquant ce qui précéde au cas F=1I, on voit que toute classe de
multiplicateurs sur ¥ & valeurs dans G définit pour tout entier » un homo-
morphisme H*(G, I)>H*(R, Y).

THEOREME 5. Soit f un multiplicateur sur Y & valeurs dans G et soit P
Pespace fibré principal de base Y/R de groupe G défini par f; I’ homomorphisme
¢*: HY(G, I)>H"*(R, Y) défini par f est composé de I'homomorphisme ca-
ractéristique H*(G, I)>H"(Y/R) de l'espace fibré P et de I'homomorphisme ca-
nonique x*: H*(Y/R)—H*(R, Y).

Soit en effet g une application de ¥ dans P telle que g(y’) =g(»)f(y, ¥")
lorsque y~v' et soit p la projection de P sur Y/R. Le multiplicateur f et
I'application g définissent un homomorphisme (v, ¢) du complexe 4(R, Y)
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dans le complexe B(G, P). En composant (v, ¢) avec I'homomorphisme
0: B(G, P)—>B(G, I) que définit I'application P—1I, on obtient I’homomor-
phisme de A(R, Y) dans B(G, I) défini par f. D'autre part, puisque ¢=7pg, le
diagramme
*
H*R, V) RSN H*G, P)

H.(Y/R) "

est commutatif (7* étant l'isomorphisme canonique du Théoréme 2). On a
donc ¢*=(y, ¢)**=x*r*"10* ce qui démontre le théoréme. Lorsque
H*(X)—H"*(R, Y) est bijectif, I'homomorphisme ¢* permet donc d’obtenir
les classes caractéristiques de I'espace fibré P.

Indiquons pour terminer comment cette méthode s’applique au cas des
espaces fibrés principaux de groupe C*=C—(0) (cf. [5]).

Désignons par ¢ le cocycle de degré 1 de I'espace C défini par ¢(1) = (1/2w7)
-[.dz/2z pour tout simplexe singulier 7 de dimension 1 dans C*. Ce cocycle
peut étre considéré comme une cochaine de degré 2 du complexe
Homz(B(C*, I), C). On a d'(c) =cd’ =0 et d"’(c) =cd"’ =0, donc ¢ est un co-
cycle de ce complexe. La classe de Chern (pour des coefficients dans C) d'un
espace fibré principal de groupe C* est I'image de la classe de ¢ dans H*(C*, I)
par ’homomorphisme caractéristique.

Soit ¥ un espace fibré principal de base X et de groupe I' discret. Soit f
un multiplicateur sur YV 3 valeurs dans C*, qu’'on écrira comme application
de YXT dans C*. La classe de Chern de I'espace fibré principal P; défini par
f a pour image dans H*(T', Y) la classe du cocycle ¢;, image réciproque de ¢,
par I'application f: YXTI'—C*. Supposons que Y soit simplement connexe; il
existe alors une application continue g: YXT'—C telle que f(y, s) =¢?*io@.®,
On peut considérer g comme une 0-cochaine de l'espace Y XT', donc comme
une 1-cochaine du complexe Homz(B(T, Y), C). On a &= —d’(g), donc ¢, est
cohomologue & d”’(g). Or d’’(g) est la 0-cochaine de 'espace V' XI'XT définie
par (2"(9)(, s, t)=g(ys, ) —g(y, st)+g(y, s)=e(s, t); elle est & valeurs
entiéres et indépendante de y. On voit donc que la classe de Chern (& coeffi-
cients dans C) de Uespace fibré Py est l'image par I’homomorphisme caractér-
istique H*(I', I)\—>H*(X) de la classe du 2-cocycle e(s, t). Ce résultat est encore
valable pour des coefficients entiers. La classe de Chern 2 coefficients entiers
s’'obtiendra en partant d’un cocycle de Homz(B(C*, I), Z) de la forme
ca1+Ab, o b est une 0-cochaine sur 'espace C*, & valeurs dans C, telle que
2=¢¥® pour tout 2& C. La classe de Chern de P, a pour image dans H*(T', Y)
la classe du cocycle é4Ab, ol b est 'image réciproque de b par 'application f;
ce cocycle est encore cohomologue & e dans le complexe de cochaines
Homz(B(T', Y), Z).
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