
INTEGRATION D'UNE FORME DIFFERENTIELLE LE LONG
DE CERTAINES COURBES NON RECTIFIABLES

BY

GEORGES GLAESER

I. Position du probleme. Soit T un arc de Jordan simple (i.e. un espace

topologique homeomorphe a un segment compact) trace dans R2.

Considerons une forme differentielle o) = P(x, y)dx-f-Q(x, y)dy definie en

chaque point M (de coordonnees x et y) de la courbe.

Probleme A. Trouver une fonction differentiable f(x, y) definie dans R2

et telle qu'en chaque point MEY on ait les relations

df df
(1) — (x, y) = P(x, y) et —- (x, y) = Q(x, y).

dx dy

L'existence d'une telle fonction n'est assuree que moyennant des conditions

convenables portant, soit sur les fonctions P et Q, soit sur la courbe T.

(Signalons qu'un tel probleme est traite par M. Denjoy [l].)

II est naturel de soumettre les fonctions P et Q a. des conditions de deriva-

bilites: Pour formuler de telles conditions il convient de donner un sens precis

a. la notion de "fonction rej-fois continument derivable definie sur un ensemble

ferme quelconque de R2." Une telle notion a ete introduite par H. Whitney

[l]: Nous etudions cette notion dans notre these (cf. Glaeser [l]) sous le

nom de champ W-taylorien d'ordre m (on pourra aussi se reporter au resume

[2])-
Rappelons qu'un champ taylorien d'ordre m defini sur T est une application

de r dans l'espace des polynomes a deux indeterminees x et y, de degre total

^m. La valeur d'un tel champ P en un point AEY sera notee TAP et s'ap-

pelera "le polynome de Taylor" au point A du champ P. Les coefficients de

ce polynome s'appellent les "derivfes partielles" du champ taylorien.

Etant donnee une fonction f(x, y) m-tois continument derivable definie

sur R2, on peut lui faire correspondre un champ taylorien d'ordre m, defini

sur r, et prenant pour valeur en tout point A le polynome de Taylor au point

A (au sens classique) de la fonction /.

Le theorbme du prolongement de Whitney caracterise les champs tayloriens

qui peuvent etre ainsi "induits" sur Tpar une fonction rez-fois continument

derivable. Les champs tayloriens que Ton peut ainsi prolonger a R2 s'appellent

des "champs IF-tayloriens d'ordre m." La condition necessaire et suffisante

pour qu'un champ taylorien d'ordre m soit IF-taylorien est qu'il satisfasse
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a un certain systeme d'inegalites (les inegalites W) qui expriment des majora-

tions pour les restes des formules de Taylor de chacune des derivees du

champ(x).

Probleme B. Considerons une "forme differentielle" u = P(x,y)dx

+ Q(x, y)dy oil P et Q sont des champs W-tayloriens d'odre m definis sur T.

Trouver une fonction/(x, y) m + 1 fois continument derivable definie sur R2,

telle que les fonctions m-fois continument derivables df/dx et df/dy induisent

sur r les champs PF-tayloriens P et Q.

Definition. On dit que la forme co est fermee au point A (de coordonnees

Xo et y0) si les relations suivantes sont satisfaites:

Qp+o+ip dp+q+1Q
(2) n    ■>   a., (*»' y°) = -» ..,,     (*o, yo) pour p + q + 1 g tn.

dx"dyq+1                   dxp+ldyq

Pour que le Probleme B admette des solutions il est necissaire que la forme

co soit fermee en chaque point de T.

Reciproquement il existe des courbes particulieres pour lesquelles cette

condition est aussi suffisante:

(a) M. Sion [l] a montre que c'est le cas pour certaines courbes con-

struites par H. Whitney [2] (pour m assez grand).

(b) Nous montrons au §VI du present article qu'il en est ainsi pour la

courbe de von Koch, des que m^ 1.

(c) On trouvera au §VII ci-dessous un exemple de courbe pour laquelle le

Probleme B n'est en general pas possible (pour une forme fermee co).

Entre le probleme A, qui se contente d'un accord entre les derivees

premieres de/ et les fonctions P et Q, et le Probleme B qui exige la concord-

ance de toutes les derivees partielles de / (jusqu'a. l'ordre m + 1) avec les

derivees correspondantes de P et Q se situe un probleme intermediate:

Probleme C. On considere une "forme differientielle" 6> = P(x, y)dx

+ Q(x, y)dy ou P et Q sont des champs JF-tayloriens d'ordre r. Trouver une

fonction/(x, y)m + l fois continument derivable (ou m<r) telle qu'en chaque

point de T les relations suivantes soient satisfaites:

ap+q+if        dp+qP dp+q+1f        dp+qO
(3) -=-,       -J-=- (p + q+Km).

dxp+1dyq      dxpdy" dxpdyq+l      dxpdyq

Nous traitons au §V le cas ou T est le graphe d'une fonction continue. Nous

montrons que le Probleme C admet alors une solution pour r = m + l. Mais

(') Soit P un champ taylorien d'ordre m. La premiere inegalitfi Ws'ecrit \P(M) — TaP(M)\

g||i4ilf||"a(||i4M||). Chacune des derivees partielles de P (d'ordre total k) dfifinit d'une fajon

fividente un champ taylorien d'ordre m—k.

Le systeme complet des inegalites (W) s'obtient en ecrivant pour chacune des denvees

partielles une in6galit6 analogue a la prficfidente.

Naturellement il convient de faire intervenir, au lieu de TaP le polynome de Taylor de

degre m—k de la derivee partielle, et de substituer m—kkmau second membre. Un module de

continuity a susceptible de convenir a toutes ces inegalites s'appelle un m-module de continuiti

du champ taylorien.
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le contre-exemple du §VII montre que Ton ne peut pas en general realiser

l'accord entre les derivees partielles d'ordre total r + 1 de la fonction/et les

derivees partielles d'ordre total r de la forme co.

Autre Formulation. Soit co = P(x, y)dx-\-Q(x, y)dy une forme differen-

tiellefermie sur Y. P et Q sont des champs IF-tayloriens d'ordre r. D'apres le

theoreme du prolongement de Whitney, on peut prolonger co en une forme

difterentielle & = P(x, y)dx+Q(x, y)dy, ou P et Q sont des fonctions r-iois

continument derivables definies sur un pave compact K contenant Y.

Le Probleme B revient a chercher une forme & fermee en tout point de K

prolongeant la forme co.

Comme ce probleme n'admet pas toujours de solution, le Probleme C

consent a limiter ses exigences sur l'ordre de derivabilite de &, (qui passe de

ram<r) tout en maintenant la condition de fermeture pour le prolongement.

II. Principe de la methode d'integration. On peut toujours inscrire dans

r une suite de lignes polygonales 5are5 points doubles tendant vers Y (ci. par

exemple Jordan [l]).

Un arc de Jordan admettant par definition une representation para-

metrique propre, on supposera que les sommets successifs d'une meme ligne

polygonale correspondent a. des valeurs croissantes du parametre. Appelons

Fi, F2, • • ■ , Fi, ■ • • les ensembles finis formes par les sommets de ces

lignes polygonales. On les prendra de fa con que F1CF2C ■ • ■ CF,-. Sur

chacun des ensembles F< nous construisons un champ PF-taylorien d'ordre

r-fT que nous appelerons/j et tel que P et Q induisent sur Ft- les champs IF-

tayloriens df/dx* et df/dy*.

Ces champs/,- seront construits de facon qu'ils satisfassent aux deux condi-

tions suivantes:

(4) (a) Les/,- admettent un meme m-module de continuity a(x).

(b) II existe une constante C independante de i telle que

ii!/,iir,.- = c.
(Pour la definition du rez-module de continuite, et de la norme || |||™4 cf.

Glaeser [2], ou Glaeser [l, Chapitre I et III].)

(L'entier m qui figure dans les inegalites (4) est l'entier m<r dont il est

question dans l'enonce du Probleme C.)

Les ft sont definis sur des fermes F, distincts. Mais le Theoreme I du

Chapitre III (de Glaeser [l]) permet d'affirmer que ces/, admettent des pro-

longements f(x, y) qui sont des fonctions m fois continument derivables

definies sur le pave compact K et satisfaisant aux inegalites suivantes:

(a) Les fonctions/i(x, y) admettent un rei-module de continuite commun

(5) r2Xo;(x).

(b) L'ensemble des U/JJg est borne: on a f|/.-|[S^ C-Ti-

D'apres le theoreme d'Ascoli les /,- constituent un ensemble relativement
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compact de £)m(K). On peut done extraire de la suite des/,- une sous-suite,

convergente au sens de S)m(K) vers une fonction f(x, y) m-fois continument

derivable sur K.

Mais, par construction, les derivees partielles d'ordre gr (et a fortiori

d'ordre gm + 1) des/, convergent simplement vers les derivees partielles de

P et Q sur la reunion des ensembles Ft-, qui est dense dans T.

En appliquant de nouveau le theoreme d'Ascoli, on en conclut qUe les

derivees partielles d'ordre total gm + 1 des/, convergent uniformement sur

T vers les derivees correspondantes de P et Q. La fonction/(x, y) est done une

solution du probleme C pose.

II ne reste qu'a montrer comment Ton peut satisfaire aux conditions (4).

III. Integration d'une forme differentielle le long d'un segment de droite.

Proposition I. Soit u = P(x, y)dx + Q(x, y)dy une forme differentielle

definie dans R2, ou P et Q sont des fonctions r-fois continument derivables. On

peut trouver une fonction f(x, y) r + lfois continument derivable telle qu'en chaque

point d'un segment de droite AB on ait

df df
— = P    et    — = Q.
dx dy

La restriction de f au segment AB nest definie qu'a une constante additive pres.

Si a(x) est un r-module de continuite commun a P et Q la fonction f admet

un (r + 1)-module de continuite egal dTi-a(x). (r2 est la constante qui intervienl

dans Glaeser [2], ou [l, Chapitre I].) De plus, en chaque point de AB oil la

forme co est fermee les fonctions df/dx et P (resp df/dy et Q) admettent le mime

polynome de Taylor.

En effet, grace a un changement de systeme de coordonnees, on peut se

ramener au cas ou le segment AB coincide avec un segment 01 de l'axe Ox.

Nous allons definir un champ taylorien d'ordre r + 1 sur 01, en posant

/' x (f(0, 0) est une constante
p(t, o)dt + f(o, o)       ';.        .

o d integration),

(6) - (x, 0) = — (x, 0) pour p g. r,
dxp+l dx''

d"+"+1/ dp+«Q
-(.v. 0) =-(x, 0) pour p + qg r.
dxpdyq+l dx"dy"

II faut verifier que le champ taylorien ainsi defini est bien un champ

PF-taylorien d'ordre r + 1.

Verifions les inegalites IF (cf. Glaeser [l, Chapitre 1, §11]). La premiere

inegalitede Whitney concerne une majorationdel'expression \f(M) — F.\/(17)|

ou J17 (resp N) est un point de 01 de coordonnees x et 0 (resp x' et 0).

II s'agit ici de majorer le module de
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/t-r  tx _ x'y   Qkp
P(t, o)dt - £      „      — (x', 0).

x k=i        k\ dx"

Or cette expression n'est autre que le reste de la formule de Taylor de la fonc-

tion r + 1 fois continument derivable de la seule variable x: JtP(t, 0)dt.

On obtient

\f(M) - TNf(M)\   g "        '\     -a(\\NM\\).
(r + 1)!

D'apres la Proposition I du Chapitre I de Glaeser [l], on peut prendre a

egal a n'importe quel module de continuite de la fonction d'une variable

(drP/dxr)(x, 0).

Les autres inegalites (W) sont des majorations analogues portant sur les

derivees partielles de/. Elles ne font qu'exprimer que les fonctions

Qpp QV+QQ
-(x, 0)    et    -(x, 0)
dx" dxpdy>

sont respectivement r — p et r—p — q fois continument derivables.

/est bien un champ IF-taylorien d'ordre r + 1 qui admet un r + 1 module

de continuite egal a tout r-module de continuite commun a P(x, y) et Q(x, y):

soit a(x).

Ce champ se laisse prolonger en une fonction f(x, y) r +1 fois continument

derivable satisfaisant aux conditions de l'enonce: elle admet un r + 1 module

de continuite egal a T2-a(x).

II reste a comparer les polyn6mes de Taylor des fonctions df/dx et P.

D'apres (6) la derivee partielle de df/dx par rapport a y (a x constant) est

egale a. dQ/dx; celle de la fonction P est dP/dy. On voit que ces derivees

partielles ne sont pas en general egales. Mais elles le sont en tout point ou la

forme co est fermee. On montre de meme que les coefficients des polynomes

de Taylor envisages sont egaux en tout point de AB ou co est fermee.

IV. Integration le long d'une ligne polygonale.

Proposition II. Soit T une ligne polygonale sans points doubles, dont les

sommets sont A0, A\, A2, ■ ■ ■ , An (Aa9^An). Soit co=F(x, y)dx+Q(x, y)dy

une forme differentiate dont les coefficients P et Q sont des fonctions r fois con-

tinument derivables definies sur un pave compact K, a Vinterieur duquel est

situee Y.

Nous exigeons que la forme u> soit fermee sur Vensemble F des sommets. II

existe alors une fonction f(x, y) r+1 fois continument derivable sur K, et telle

qu'en tout point de F les fonctions df/dx et P (resp df/dy et Q) aient le meme

polyndme de Taylor. De plus cette fonction satisfait a I'inSgalite (9) ci-dessous:

(La signification des symboles qui interviennent dans cette inegalite sera exposee

en cours de demonstration).
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Remarquons tout d'abord que l'assertion relative au caractere r + 1 fois

continument derivable de/est tres banale; Fest un ensemble fini; une formule

d'interpolation analogue a, la formule d'interpolation d'Hermite permet de

prolonger tout champ taylorien defini sur F en un polyn6me.

C'est dans l'inegalite (9) que reside tout 1'interet de la Proposition II.

Commencons par utiliser la Proposition I pour integrer la forme co sur les

cotes successifs de Y. On peut choisir les constantes d'integration de la pre-

miere formule (6) de facon que/(-40) =0 et que la fonction/ ne subisse pas

de discontinuites aux sommets Ak.

Comme la forme co est fermee sur F, par hypothese, la Proposition I

permet d'affirmer que les polynomes de Taylor de la differentielle df et de la

forme co concordent en tout point de F.

Nous nous proposons de majorer 1'expression \J(M) — Tn}(M)\ pour M

et NEFde maniere a pouvoir, par la suite, verifier les conditions (4). Dans ce

but appliquons la formule de Stokes a. la forme co, et au contour forme par la

portion de ligne polygonale situee entre Met Acompletee par le segment MN.

L'integrale prise le long de la portion de ligne polygonale est egale a

f(M) —f(N), par definition de la fonction /.

La formule de Stokes s'ecrit

(7) f(M)-f(N)=f   co+JJc/co.

L'integrale simple du second membre est prise le long du segment MN.

L'integrale double est etendue a. une chaine a. deux dimensions admettant

comme bord un contour constitue par la portion de ligne polygonale limitee

en M et N, completee par le segment MN. Comme le segment MN peut

recouper la ligne polygonale, le contour considere admet en general des

points doubles.

Etude de Vinttgrale simple. Utilisons la Proposition I. Celle-ci affirme

1'existence d'une fonction g(x, y) r + 1 fois continument derivable satisfaisant

aux conditions suivantes:

La differentielle de g est egale a co en tout point du segment MN. On a

g(N) = f(N)    et    TNg = TV/.

(En effet la forme co etant fermee en N les derivees partielles de / et g con-

cordent en N avec les derivees correspondantes de co.) Enfin

liTVAflir+1
| g(M) - TNg(M) |   g "       '\    -ai\\NM\\)

(r + 1)!

ou a est un r-module de continuit6 commun aux fonctions P et Q.

On voit que f"(a = g(M) —g(N). En ajoutant aux deux membres de (7) le

nombre g(N) - TNg(M) =f(N) - TNf(M), on obtient
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f(M) - TNf(M) = g(M) - T*g(M) + ff da,.

Finalement

||A7lf||r+1 i r c    I
(8) \f(M) - TNf(M) |   g "       "■a(\\NM\\) +        \ dJ.

(r+1)! \J J       I

Etude le I'integrale double. Examinons separement le domaine d'integra-

tion et l'integrande.

Le domaine d'integration est une chaine a. deux dimensions constitute par

un nombre fini de domaines polygonaux affectes de coefficients entiers

(positifs ou negatifs): le coefficient affecte a un de ces domaines s'appelle

I'index topologique du domaine (cf. Cesari [l]). On remarquera que si la

ligne polygonale a l'aspect d'une spirale certains des domaines pourront etre

affectes de coefficients eleves.

Definition. Nous appelerons "aire positive vraie" d'un ouvert borne1

limite par une ligne polygonale (admettant eventuellement des points doubles)

la somme ponderee des aires (positives) de chaque composante connexe de

l'ensemble ouvert: chacune de ces composantes connexes ayant un ordre de

multiplicite egal a. la valeur absolue de son index topologique.

Notation. Nous noterons S(Af, N) l'aire positive vraie de l'ouvert borne

limite par le contour forme par la portion de Y limitee par M et N, completee

par le segment MN.

L'integrande est ao>= {(dP/dy)(x, y) —(dQ/dx)(x, y)}dxAdy.

dco = G(x, y) dxAdy,

ou G(x, y) est une fonction r—1 fois continument derivable admettant un

r—1 module de continuite egal a. 2a, (car dP/dy et dQ/dx admettent le r—1

module a).

Comme co n'est pas fermee partout G(x, y) n'est pas nulle, en general.

Mais G s'annule ainsi que ses derivees partielles (d'ordre^r — 1) en tout point

ou co est ferinee (en particulier en tout point de F). En utilisant la distance du

point de coordonnees x, y a l'ensemble des points ou co est fermee, et en utilis-

ant la formule de Taylor on obtient une majoration de G(x, y).

Notation. Nous noterons p(M, N) le maximum de la distance d'un point

decrivant le domaine d'integration (dont l'aire positive vraie est S (M, N))

a. l'ensemble des points ou co est fermee.

En tout point du domaine d'integration on peut ecrire

\G(x,y)\   gTV    ' -2a(P(M,N)).
(r-1)!

II en resulte que

I rr   i   p(m,n)^^
\\  j dw hs   \'    '       -2a(P(M, N))B(M, N).
IJ J       | (r — 1)!
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En rapprochant de la formule (8), on trouve

\f(M) - TNf(M)\   < 1!---a(\\MN\\)
(9) U J        '   -   (r+ 1)!       "        "

p(il7, N)'-1
+ ~-— ■ 2a(P(M, N)) ■ S(M, N).

(r - 1)!

C'est l'inegalite que nous avions en vue.

Nous allons appliquer la Proposition II a la solution du Probleme C de la

facon suivante: Nous inscrirons dans la courbe T donnee une suite de lignes

polygonales comme il a ete dit au §11.

A la ligne polygonale dont l'ensemble des sommets est F,- on peut faire

correspondre les deux fonctions Si(M, N) et Pi(M, N) qui ont ete definies

au cours de la demonstration de la Proposition II.

Theoreme General. Supposons qu'il existe un entier mgr + 1 et un

module de continuity P tel que

\Pi(M,N)\*-1 \\MN\\m
(10) -^—'-{-2a(p(M,N))- Si(M, N) g i!-f- ■ P(M, N)

(r — 1)1 ml

alors le Probleme C admet une solution pour Ventier m.

En effet, sous ces hypotheses l'inegalite (9) implique l'existence d'un

module de continuite 7(x) tel que

\\MN\\m      „
(11) | fi(M) - TNfi(M) |   g ?■-f—y<\\MN\\)

ml

oix M et N appartiennent a F,- et ou /, est la fonction construite suivant le

procede de la Proposition II, a. l'aide de la ligne polygonale dont l'ensemble

des sommets est F<.

Nous allons montrer que le champ PF-taylorien /,- induit par /,- sur l'en-

semble ferme F,- satisfait bien aux deux conditions (4).

(a) Les fi possedent bien un m-module de continuite commun: il suffit de

prendre n'importe quel module de continuite qui domine simultanement a et

P. (A un facteur constant pres).

(b) II existe une constante C independante de i telle que j | |/f[ | |F,- ̂ C-

En effet, par definition |||/,-|||^ est le plus grand des quatre nombres

suivants:

(1°) IIMIi;,. g \\\p\\\r, (T) lllQlIf,, g Wolirr,
.,„. M     \fi(M)-TNfj(M)\
(3°) Max-T.-r.-

\\MN\\m
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pcur Met NEFt (ce nombre est majore par y(d)/m\ d'apres l'inegalite (11)

(d designe le diametre de Y)

4°) Max \fi(M)\ pourM GF,-.

Ce nombre se majore a. l'aide de la formule \fi(M) — TAfi(M)\ ^dm/m\y(d).

On tient compte de fi(A) =0 et Ton remarque que le polynome TAfi est in-

dependant de l'indice i: son terme constant est nul (f%(A) =0) et les autres

coefficients sont entierement determines par la connaissance des fonctions

PetQ.
Comme les quatres nombres precedents ont ete majores independamment

de i la condition (4) (b) est bien remplie.

Et le §11 permet de conclure que le Probleme C admet une solution.

Nous allons maintenant donner deux exemples de courbes sur lesquelles

la condition (10) est realisee.

V. Cas ou la courbe T est le graphe d'une fonction continue. Supposons

que r soit la courbe representative d'une fonction continue X(x) definie pour

O^x^l. Pour tout point A de la courbe nous noterons x(A) (resp y(^4)) son

abscisse (resp son ordonnee).

On obtient une ligne polygonale inscrite dans T en joignant des points de

T dans l'ordre de leur abscisse croissante. Soient M et N deux sommets d'une

telle ligne polygonale (l'ensemble des sommets etant note F,). Tout autre

point A de F,- satisfaisant a. x(M) ^x(^4) ^x(N) est un sommet d'un polygone

appartenant a la chaine qui sert de domaine d'integration pour l'integrale

double:

Majoration de p(M, N). L'ouvert delimite par la portion de ligne poly-

gonale d'extremites M et N, et par le segment MN est inclus dans le rectangle

(R(M, N) determine par les droites suivantes: les paralleles a Oy, d'abscisse

x(M) et x(N); les paralleles a. Ox dont l'ordonnee est le maximum, et le mini-

mum de la fonction X(x) dans l'intervalle [x(ikf), x(N)].

D'apres le theoreme de Bolzano, pour tout point A de l'ouvert, il existe

un point de T d'ordonnee y(.<4) et situe dans (R(M, N). La distance de A a T

est done inferieure a. \x(M)—x(N)\ ^\\MN\\. Comme Y est, par hypothese,

inclus dans l'ensemble des points ou la forme co est fermee, il s'ensuit que

P(M,N) < \\MN\\.

Majoration de %(M, N). Le segment MN recoupe en general la ligne poly-

gonale, mais l'index topologique de chacune des composantes connexes de

l'ouvert n'est egal qu'a, +1 ou —1, suivant que cette composante connexe

est au dessus ou au dessous du segment MN. L'aire positive vraie de l'ouvert

se reduit done a la somme des aires des composantes connexes: cette aire est

done majoree par l'aire de (R(M, N).

Soit 8(x) un module de continuite de la fonction X(x). L'aire du rectangle

(R(M, N) est majoree par \x(M) — x(N)\ -8(\x(M)—x(N)\) ou encore par

||m7V||-/3(||m;v-||)
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S(M, N) <. \\MN\\-p(\\MN\\).

La formule (9) devient ici

ttv\     r/rml<l!i#vll'  fM|-«(||irif||) ,   2«(||/VM||).^(||/yil7||))I /..(ilf) - TNfi(M) | g \\MN\\ ■ |-^jj-+-——-1 •

En designant par 7(x)/r! un module de continuite qui majore l'accolade on

peut appliquer le theoreme general (formule (10)) et enoncer:

Proposition. Si T est le graphe d'une fonction continue, le Probleme C

admet une solution en prenant m = r—1.

Remarques. (1°) En general on ne peut pas affirmer que le Probleme B

admet une solution, car l'accolade n'est pas negligeable devant ||MAf||. Mais

dans des cas particuliers, il peut se produire que le produit a(x)/3(x) soit

negligeable devant x, et Ton peut prendre m = r. (2°) Les conclusions pre-

cedentes s'etendent a toutes les courbes pour lesquelles les majorations

P(M,N) <, \\MN\\    et   S,(M, N) g ||j*W||-/8(||lfiV||)

sont valables. C'est, le cas pour la courbe qui fait 1'objet du §VII. Cependant

ce n'est pas un graphe de fonction.

VI. Courbes localement semblables a elles-meme. La courbe de von

Koch (cf. von Koch [l]) est le prototype des courbes localement semblables

a elles-meme: Pour chaque point de la courbe on peut trouver un voisinage

aussi petit que Ton veut qui est semblable a, la courbe entiere. M. Louis

Antoine a decrit [l] un processus de construction (englobant le cas de la

courbe de von Koch, et de l'ensemble de Cantor) qui permet d'obtenir des

courbes de ce type. Le triangle isocele qui est utilise par von Koch peut etre

remplace par des figures diverses (du plan ou de 1'espace) (cf. par exemple

Choquet [l], Whitney [2]).
Soit done V une courbe plane, localement semblable a. elle-meme et admet-

tant une aire positive vraie finie (Iorsqu'on la complete par un segment). Soit

d son diametre (euclidien). D'apres le theoreme de Borel-Lebesgue, on peut

trouver une longueur dx<d et un nombre k (Kkgtd/dx) tel que tout arc

de diametre gdx puisse etre soumis a une similitude de rapport k qui

l'applique dans V.
Pour etudier les fonctions p(M, N) et S(A7, N) cOmmencons par les en-

visager pour des couples de points il7, N tels que ||.MW|| §:</i. Dans ces condi-

tions il existe deux constantes K et K' telles que

(12) P(M, A0/||MAT|| gtK   et   S(Jf, tf)/]|jftf||» ^ K'.

Mais comme les rapports precedents sont invariants par similitude, la con-

clusion reste valable pour des couples de points tels qu^ || A/7V|| ̂ dx/k; et

plus generalement \\MN\\ ^dx/kn (re = l, 2, 3, • • • )•
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Finalement les inegalites (12) sont valables pour tout couple de points

M, N de T.
Portons ces resultats dans la formule (9). On peut alors majorer le second

membre par une expression de la forme [|ili7VJ|r+1/r!-.K'''-a!(||.MTVJI).

Le theoreme general, formule (10), permet d'affirmer que pour lescourbes

planes localement semblables a. elles-meme et d'aire positive vraie finie le

Probleme B possede toujours une solution (pour r^l).

Remarques. (1°) Le raisonnement precedent peut-se generaliser au cas

des courbes ayant la propriete suivante:

"Tout point de la courbe Y possede un voisinage (dans R2) homeomorphe

a un voisinage de toute la courbe, en sorte que les homemorphismes possedent

les deux proprietes suivantes:

lis appliquent l'arc de Y situe dans le voisinage, dans la courbe.

lis sont uniformement lipschitsiens (pour la metrique euclidienne)."

(2°) On peut appliquer le raisonnement precedent a des courbes situees

dans Rn. Mais, pour utiliser la formule de Stokes il est necessaire de pouvoir

etudier des cloisons s'appuyant sur les lignes polygonales inscrites et d'avoir

des renseignements sur l'aire positive vraie de ces cloisons. Le precede cite

par M. L. Antoine permet de construire de telles courbes gauches: on prendra

soin de construire simultanement la courbe et la cloison.

(3°) Les courbes precedentes sont des courbes 1-critiques (cf. Glaeser

[l]). II existe des fonctions 1-fois continument derivables non constantes sur

ces courbes et y admettant une differentielle nulk. Le procede d'integration

permet, suivant M. Sion, de construire des fonctions »re-fois continument

derivables dont toutes les derivees partielles d'ordre m s'annulent sur Y, sans

que les derivees m — 1-ieme y restent constantes.

VII. Un contre-exemple. La courbe: C'est une schematisation du graphe

de la fonction y = x1/2 sin ir/2x.

On part de la parabole y2 = x. La courbe Y comprend toutes les cordes

d'abscisse l/2re + l (re = 0, 1, 2, • • • ) raccordees par des arcs de parabole

dont l'ordonnee est alternativement positive et negative. Y n'est pas recti-

fiable (courbe de "longueur infinie"). Les fonctions dont il sera question dans

ce paragraphe seront, par definition nulles pour y2^x, et en particulier a

Vorigine. La fonction F(x, y) sera definie dans l'ouvert y2<x par

(13) F(x, y) = (x - y2Y sin w/2x.

Nous allons montrer que cette fonction est 1-fois continument derivable dans

tout le plan. Ses derivees sont donnees dans l'ouvert y2<x par les formules:

dF Tr       t It
—• (x, y) = 4(x - y2)3 sin — - — (x - y2)4 — cos —,
dx 2x      2 x2        2x

dF t
— (x, y) = - 8(.r - y2Yy sin — •
dy 2x
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___i||iLjL_l_U_1_>*-
0 flilffr"9 ^^

N.

Dans l'ouvert y2<x on peut majorer |x —y2| par 2 |x| et |y| par x1'2. II en

resulte des majorations pour F(x, y) et ses derivees

| F(x, y) |   < (2xY etc.

qui sont evidemment aussi valables en dehors de l'ouvert. Elles prouvent que

nos trois fonctions sont continues a 1'origine.

Enfin on notera que toutes les fonctions dont il est question dans ce para-

graphe font apparaitre le facteur (x—y2) multiple par une expression qui

reste bornee sur tout compact. Ce qui etablit la continuite au voisinage de

tout point de la parabole y2 = x.

Ainsi F(x, y) est 1-fois continument derivable; mais on remarquera

qu'elle n'est pas 2-fois continument derivable (ainsi que sa restriction a. l'axc

Ox: le second terme du second membre de l'expression de dF/dx(x, y) se

reduit, sur Ox, a — (tt/2)x2-cos 7r/2x qui n'est pas confinement derivable).

Ceci pose, considerons la forme differentielle co = P(x, y)dx + Q(x, y)dy ou

P et Q (nuls pour y2<x) sont definis dans l'ouvert y2^x par

■k „ dF
(14) P(x, y) = 4(x - y2Y sin —   et    Q(x, y) = —- (x, y).

2x dy

On verifie immediatement, comme pour F(x, y) que P et Q sont 1-fois con-

tinument derivables dans tout le plan: II est a noter que P se deduit de
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(dF/dx)(x, y) par suppression du terme "genant"(2). Bien que dF et « ne

soient pas egales dans tout le plan, on constate qu'elles prennent la meme

valeur en tout point de la courbe Y, car x — y2 s'annule sur la parabole, et cos 7r/2x

s'annule sur les cordes verticales d'abscisse l/2re + l.

Enfin on verifie qu'ere tout point de Y, on a (dP/dy)(x, y) = (dQ/dx)(x,y).

En effet, dans l'ouvert y2<x,

dP x
-(x, y) = — 2A(x — y2)2-y-sin — >
dy 2x

dQ x       x  8(x - y2)3y        x
-(x, y) = — 24(x — ;y2)2-;y-sin-1-cos — >
dx 2x       2 x2 2x

co est done une forme differentielle 1-fois continument derivable fermee sur Y.

Et F(x, y) est une solution particuliere du Probleme C pour Y et ct>. Nous

allons en deduire qu'il n'existe pas de solution du Probleme B pour Y et &.

En effet, supposons qu'il existe une solution /(x, y) du Probleme B.

Montrons que sur la courbe Y les fonctions f et F ne different que par une

constante: En effet tout arc compact de Y ne contenant pas l'origine est

rectifiable. Comme f et F ont mSme differentielle sur un tel arc, on conclut

que f et F ne different que par une constante sur le complementaire de

l'origine (par rapport a Y). Par continuite, le resultat s'etend a. Y, origine

comprise.

La fonction/(x, y) devrait done induire sur Y le champ taylorien d'ordre

2 suivant:

df df d2f      dP       d2f      dP      dQ      d2f     dQ
f=F + C;   — = P;    — =0;    -^ =-5   ——-= — ;   — = — •

dx dy dx2       dx       dxdy      dy      dx       dy2      dy

Nous allons verifier que ce champ taylorien n'est pas un champ W-

taylorien d'ordre 2. Designons par An le point de coordonnees xn = l/2w + l,

yn = 0, il nous suffira de verifier que le rapport

|/U„+i) - TAJ(An+i)\

\\AnAn+i\\2

ne tend pas vers 0 lorsque re tend vers l'infini. En fait ce quotient tend vers

2(3). La restriction de co a, Y possede les caracteres suivants: C'est une forme

2 Voici, pour la commodity du lecteur, les deux derivees partielles qui n'intervienne pas

dans le texte: (dP/dx){x, y) = U(x-y2)hm{T/2x) - (x/2)(4(z-;y2)7*2)cos(7r/2*), (dQ/dy)

' (x, y) = {x—y2)2[48y2 — 8(x—y2)] -sin (ir/2x). Les inegalites suivantes sont valables dans tout le

plan: (15) \P(x, y)\ S32|*|», \{dp/dx)(x, y)\ £12(2*)*+16ir|*|.
3Le numerateur s'e'erit f(An+i)-f(An)-(x„+i-Xn)P(An)-((xn-Xn+i)2/2)(dP(Ar.)/dx).

Le denominateur etant un infiniment petit du 4-ieme ordre par rapport a l/n, on est ramene

(apres suppression des infiniment petits d'ordre superieur (cf. (15)) note ci-dessus) a chercher la

limite de \f(A„+l)-f(An)\ /||^n+1^„|[2 pour «-»«.
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1-fois continument derivable fermee sur Y. On peut se proposer de la prolonger

a tout le plan: il est possible d'obtenir un prolongement 1-fois continument

derivable; on peut aussi obtenir un prolongement qui soit une differentielle

exacte (d'une fonction 1-fois continument derivable); mais il est impossible

de satisfaire simultanement a ces deux exigences.

VIII. Integration des formes indefiniment derivables. Soit to = 73(x, y)dx

+ Q(x, y)dy une forme differentielle indefiniment derivable. Les fonctions P

et Q induisent sur une courbe T un champ taylorien d'ordre infini. Lorsqu'on

ne retient d'un tel champ que les derivees partielles d'ordre g-m, on dit que

Ton effectue la projection d'ordre m du champ taylorien. Une forme co indefini-

ment derivable est fermee sur V, si chacune de ses projections d'ordre fini

est fermee.

Nous avons pu construire un exemple (trop complique pour trouver sa

place ici) d'une courbe (en forme de spirale a. spires irregulieres) et d'une

forme indefiniment derivable, fermee sur la courbe, et telle que le Probleme C

ne soit possible que pour m = 1.

Cependant on peut enoncer:

Theoreme. Soit une courbe possedant les deux propriitts infinitesimales

suivantes:

(1°) L'ensemble des §(M, N) teste borne lorsque M et N decrivent la courbe.

(2°) II existe un entier k tel que

p(m,n) g Uma^II1'*.
Alors pour toute forme differentielle indefiniment derivable & et fermee sur V,

on peut trouver une fonction f(x, y) indefiniment derivable, telle que la differen-

tielle df et & induisent le meme champ taylorien sur F.

En effet, appliquant le theoreme general a. la projection d'ordre mk de &,

on peut trouver une fonction m-fois continument derivable solution du Prob-

leme C, et nulle en un point A fixe sur T.

Ceci peut etre obtenu pour tout m.

Soit/m(x, y) cette fonction. Or des que m^2 les fonctions fm induisent la

meme fonction sur V. En effet, un theoreme de A. P. Morse [l] affirme que

sur tout ensemble connexe de l'espace (R", toute fonction re-fois continument

derivable ayant une differentielle nulle sur cet ensemble est constante. La

difference fm—fm< est done nulle sur T, des que m et m' sont superieurs a 2.

Appelons/ la fonction definie sur T et egale a/m (m^2). Cette fonction est

la premiere composante d'un champ taylorien d'ordre infini dont les derivees

partielles sont determinees a partir de co. Ce champ taylorien est tel que

chacune de ses projections d'ordre m est un champ W-taylorien d'ordre m.

Un theoreme de Whitney (cf. [l, p. 71]) affirme que cette derniere condi-

tion est necessaire et suffisante pour que Ton puisse prolonger le champ

taylorien en une fonction indefiniment derivable definie dans R2. Une telle

fonction resoud done le probleme.
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