INTEGRATION D’UNE FORME DIFFERENTIELLE LE LONG
DE CERTAINES COURBES NON RECTIFIABLES

BY
GEORGES GLAESER

I. Position du probléme. Soit I' un arc de Jordan simple (i.e. un espace
topologique homéomorphe 4 un segment compact) tracé dans R2.

Considérons une forme différentielle w=P(x, y)dx+Q(x, y)dy définie en
chaque point M (de coordonnées x et y) de la courbe.

ProBLEME A. Trouver une fonction différentiable f(x, ¥) définie dans R?
ct telle qu'en chaque point M ET on ait les relations

of of
(1) o (x7 y) = P(x) y) et — (x: y) = Q(x7 }’)
ox dy

L’existence d’une telle fonction n’est assurée que moyennant des conditions
convenables portant, soit sur les fonctions P et Q, soit sur la courbe T.
(Signalons qu’un tel probléme est traité par M. Denjoy [1].)

Il est naturel de soumettre les fonctions P et Q & des conditions de dériva-
bilités: Pour formuler de telles conditions il convient de donner un sens précis
3 la notion de “fonction m-fois continliment dérivable définie sur un ensemble
fermé quelconque de R2.” Une telle notion a été introduite par H. Whitney
[1]: Nous étudions cette notion dans notre thése (cf. Glaeser [1]) sous le
nom de champ W-taylorien d’ordre m (on pourra aussi se reporter au résumé
[2]).

Rappelons qu’'un champ taylorien d’ordre m défini sur I' est une application
de I'" dans I'espace des polynémes & deux indéterminées x et y, de degré total
<m. La valeur d’un tel champ P en un point 4 €T sera notée T4 P et s’ap-
pelera “le polynéme de Taylor” au point 4 du champ P. Les coefficients de
ce polynéme s’appellent les “dérivées partielles” du champ taylorien.

Etant donnée une fonction f(x, y) m-fois continiment dérivable définie
sur R? on peut lui faire correspondre un champ taylorien d’ordre m, défini
sur I, et prenant pour valeur en tout point 4 le polynéme de Taylor au point
A (au sens classique) de la fonction f.

Le théoréme du prolongement de Whitney caractérise les champs tayloriens
qui peuvent étre ainsi “induits” sur I'par une fonction m-fois continiment
dérivable. Les champs tayloriens que 'on peut ainsi prolonger i R?s’appellent
des “champs W-tayloriens d’ordre m.” La condition nécéssaire et suffisante
pour qu'un champ taylorien d’ordre m soit W-taylorien est qu'il satisfasse

Received by the editors June 15, 1958.
169



170 GEORGES GLAESER [October

a un certain systéme d’inégalités (les inégalités W) qui expriment des majora-
tions pour les restes des formules de Taylor de chacune des dérivées du
champ(?).

ProBLEME B. Considérons une “forme différentielle” &= P(x.y)dx
+0(x, y)dy ot P et  sont des champs W-tayloriens d’odre m définis sur T.
Trouver une fonction f(x, y) m+1 fois contintiment dérivable définie sur R?,
telle que les fonctions m-fois contintiment dérivables df/dx et df/dy induisent
sur T' les champs W-tayloriens P et Q.

DE£FINITION. On dit que la forme @ est fermée au point A (de coordonnées
x9 et o) si les relations suivantes sont satisfaites:

grtet1p ap+q+1Q
(2 pyee (%0, y0) pyeTP (%0, 30) pourp + ¢+ 1=m.
Pour que le Probléme B admette des solutions il est nécéssaire que la forme
@ soit fermée en chaque point de I

Réciproquement il existe des courbes particuliéres pour lesquelles cette
condition est aussi suffisante:

(a) M. Sion [1] a montré que c'est le cas pour certaines courbes con-
struites par H. Whitney [2] (pour m assez grand).

(b) Nous montrons au §VI du présent article qu'il en est ainsi pour la
courbe de von Koch, dés que m=1.

(c) On trouvera au §VII ci-dessous un exemple de courbe pour laquelle le
Probléme B n'est en général pas possible (pour une forme fermée &).

Entre le probléme A, qui se contente d’'un accord entre les dérivées
premiéres de f et les fonctions P et Q, et le Probléme B qui exige la concord-
ance de toutes les dérivées partielles de f (jusqu'a l'ordre m+1) avec les
dérivées correspondantes de P et ( se situe un probléme intermédiaire:

ProBLEME C. On considére une “forme différientielle” &= P(x, y)dx
+0(x, y)dy o P et Q sont des champs W-tayloriens d'ordre r. Trouver une
fonction f(x, ¥)m+1 fois continiment dérivable (ol m <r) telle qu’en chaque
point de T les relations suivantes soient satisfaites:

grretif  gotap grtetlf  grteQ
3 = =
®) dxPt1gy?  JxPIye ’ dxPdyrtl  JxPdy?

Nous traitons au §V le cas ol I est le graphe d’une fonction continue. Nous
montrons que le Probléme C admet alors une solution pour r=m+1. Mais

(%) Soit P un champ taylorien d’ordre m. La premitre inégalité W s'écrit | P(M)—T4P(M )|
<||4 M|ma(]| 4 M]]). Chacune des dérivées partielles de P (d’ordre total k) définit d’une fagon
évidente un champ taylorien d’ordre m—k.

Le systéme complet des inégalités (W) s’obtient en écrivant pour chacune des dérivées
partielles une inégalité analogue a la précédente.

Naturellement il convient de faire intervenir, au lieu de T4P le polynéme de Taylor de
degré m—k de la dérivée partielle, et de substituer m —k & m au second membre. Un module de
continuité a susceptible de convenir i toutes ces inégalités s’appelle un m-module de continuité
du champ taylorien.

Ppt+egt+1<m).
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le contre-exemple du §VII montre que l'on ne peut pas en général réaliser
P'accord entre les dérivées partielles d’ordre total 41 de la fonction f et les
dérivées partielles d’ordre total r de la forme .

AUTRE FORMULATION. Soit &= P(x, y)dx+Q(x, y)dy une forme différen-
tielle fermée sur T'. P et Q) sont des champs W-tayloriens d’ordre 7. D’aprés le
théoréme du prolongement de Whitney, on peut prolonger & en une forme
différentielle &= P(x, y)dx+Q(x, y)dy, ou P et Q sont des fonctions r-fois
continfiment dérivables définies sur un pavé compact K contenant I'.

Le Probléme B revient a chercher une forme & fermée en tout point de K
prolongeant la forme .

Comme ce probléeme n’admet pas toujours de solution, le Probleme C
consent a limiter ses exigences sur 'ordre de dérivabilité de &, (qui passe de
r & m <r) tout en maintenant la condition de fermeture pour le prolongement.

II. Principe de la méthode d’intégration. On peut toujours inscrire dans
I’ une suite de lignes polygonales sans points doubles tendant vers T (cf. par
exemple Jordan [1]).

Un arc de Jordan admettant par définition une représentation para-
métrique propre, on supposera que les sommets successifs d’'une méme ligne
polygonale correspondent i des valeurs croissantes du paramétre. Appelons
Fi, Fy, -+ -, F; -+ les ensembles finis formés par les sommets de ces
lignes polygonales. On les prendra de fagon que FiCF.C - - - CF;. Sur
chacun des ensembles F; nous construisons un champ W-taylorien d'ordre
r+1 que nous appelerons f; et tel que P et Q induisent sur F; les champs W-
tayloriens df/dx* et df/dy".

Ces champs f; seront construits de fagon qu'ils satisfassent aux deux condi-
tions suivantes:

(4) (a) Les f; admettent un méme m-module de continuité o(x).
(b) Il existe une constante C indépendante de 7 telle que

7% = c.

(Pour la définition du m-module de continuité, et de la norme ||| |
Glaeser [2], ou Glaeser [1, Chapitre I et II1].)

(L’entier m qui figure dans les inégalités (4) est I'entier m <r dont il est
question dans I’énoncé du Probléme C.)

Les f; sont définis sur des fermés F; distincts. Mais le Théoréme I du
Chapitre III (de Glaeser [1]) permet d’affirmer que ces f; admettent des pro-
longements f(x, ¥) qui sont des fonctions m fois continfiment dérivables
définies sur le pavé compact K et satisfaisant aux inégalités suivantes:

7, cf.

(a) Les fonctions fi(x, ¥) admettent un m-module de continuité commun
(5) T Xa(x).
(b) L’ensemble des ||f||% est borné: on a ||}

g=CTu.

D’aprés le théoréme d’Ascoli les f; constituent un ensemble relativement
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compact de D"(K). On peut donc extraire de la suite des j; une sous-suite,
convergente au sens de D™(K) vers une fonction f(x, y) m-fois contintiment
dérivable sur K.

Mais, par construction, les dérivées partielles d’ordre =r (et a fortiori
d’ordre =m-+1) des f: convergent simplement vers les dérivées partielles de
P et Q sur la réunion des ensembles F;, qui est dense dans T'.

En appliquant de nouveau le théoréme d’Ascoli, on en conclut que les
dérivées partielles d’ordre total Sm-+1 des f; convergent uniformément sur
I vers les dérivées correspondantes de P et Q. La fonction f(x, ¥) est donc une
solution du probléeme C posé.

Il ne reste qu’a montrer comment l'on peut satisfaire aux conditions (4).

IT1. Intégration d’une forme differéntielle le long d’un segment de droite.

ProrositioN 1. Soit w=P(x, y)dx+Q(x, y)dy une forme différentielle
définte dans R?, ot P et Q sont des fonctions r-fors contindiment dérivables. On
peut trouver une fonction f(x,y) r 41 fois continiiment dérivable telle qu’en chaque
point d'un segment de droite AB on ait

Yop o ¥
ox dy
La restriction de [ au segment AB n’est définie qu'd une constante additive prés.

St a(x) est un r-module de continuité commun a P et Q la fonction f admet
un (r+1)-module de continuité égal ¢ T's-a(x). (T2 est la constante qui intervient
dans Glaeser (2], ou [1, Chapitre 1].) De plus, en chaque point de AB on la
forme w est fermée les fonctions 9f/dx et P (resp df/0y et Q) admettent le méme
polynéme de Taylor.

En effet, grace a un changement de systéme de coordonnées, on peut se
ramener au cas ou le segment A B coincide avec un segment O de I'axe Ox.
Nous allons définir un champ taylorien d’ordre r+1 sur OI, en posant

(f(0, 0) est une constante

f(x, 0) = f ", 0)dt + £(0, 0)

d’integration),

/ g+ P

(6) —5—?;1'( ,0) = Py (x, 0) pour p =7,
ap+q+lf p+qQ
7 - < <
axpayq+1( v 0) dxPdy! (x, 0) pour p + ¢ =7

Il faut vérifier que le champ taylorien ainsi défini est bien un champ
W-taylorien d’ordre 1.

Vérifions les inégalités W (cf. Glaeser [1, Chapitre 1, §11]). La premiére
inégalité de Whitney concerne une majoration de l'expression | f(M) — Txf(M) |
ol M (resp N) est un point de OI de coordonnées x et 0 (resp x’ et 0).

Il s’agit ici de majorer le module de
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z’ k=r (x —_ x’)k 6’*P
P(t,0)dt — —_— —— (&', 0).
L (0 — T S0 (@, 0)

Or cette expression n'est autre que le reste de la formule de Taylor de la fonc-
tion r+1 fois continiiment dérivable de la seule variable x: ffP(t, 0)d:.
On obtient

[ v 3]
(r+ 1!
D’aprés la Proposition I du Chapitre I de Glaeser [1], on peut prendre «
égal & n’importe quel module de continuité de la fonction d’'une variable
(07P/9x™) (x, 0).

Les autres inégalités (W) sont des majorations analogues portant sur les
dérivées partielles de f. Elles ne font qu’exprimer que les fonctions

orP ap+qQ
— (x,0) et
ox? 9xPdy?

| f(M) — Twf(b)| = (|| N M])).

(=, 0)

sont respectivement r —p et r —p —gq fois continiiment dérivables.

f est bien un champ W-taylorien d’ordre r+1 qui admet un r+1 module
de continuité égal & tout r-module de continuité commun 3 P(x, y) et Q(x, y):
soit a(x).

Ce champ se laisse prolonger en une fonction f(x, y) 71 fois contintiment
dérivable satisfaisant aux conditions de I'énoncé: elle admet un 741 module
de continuité égal & T's-a(x).

Il reste & comparer les polynémes de Taylor des fonctions df/dx et P.
D’aprés (6) la dérivée partielle de df/dx par rapport & y (& x constant) est
égale & dQ/0x; celle de la fonction P est dP/dy. On voit que ces dérivées
partielles ne sont pas en général égales. Mais elles le sont en tout point ol la
forme w est fermée. On montre de méme que les coefficients des polyndmes
de Taylor envisagés sont égaux en tout point de AB oll w est fermée.

IV. Intégration le long d’une ligne polygonale.

ProprosITION 1. Soit T' une ligne polygonale sans points doubles, dont les
sommets sont Ao, Ay, Ao, - - -, An (A07#A,). Soit w=P(x, y)dx+Q(x, v)dy
une forme différentielle dont les coefficients P et Q sont des fonctions r fois con-
tindment dérivables définies sur un pavé compact K, & U'intérieur duquel est
située T,

Nous exigeons que la forme w soit fermée sur I'ensemble F des sommets. Il
existe alors une fonction f(x, y) r+1 fois continfiment dérivable sur K, et telle
qu'en tout point de F les fonctions 9f/dx et P (resp df/dy et Q) aient le méme
polynome de Taylor. De plus cette fonction satisfait & Vinégalité (9) ci-dessous:
(La signification des symboles qui interviennent dans cette inégalité sera exposée
en cours de démonstration).
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Remarquons tout d’abord que l'assertion relative au caractére r+1 fois
contintiment dérivable de f est trés banale; F est un ensemble fini; une formule
d’interpolation analogue i la formule d’interpolation d’Hermite permet de
prolonger tout champ taylorien defini sur F en un polyndéme.

C’est dans l'inégalité (9) que réside tout l'intérét de la Proposition 11.

Commengons par utiliser la Proposition I pour intégrer la forme w sur les
cotés successifs de I'. On peut choisir les constantes d’intégration de la pre-
midre formule (6) de fagon que f(4,) =0 et que la fonction f ne subisse pas
de discontinuités aux sommets A4;.

Comme la forme w est fermée sur F, par hypothése, la Proposition I
permet d’affirmer que les polynémes de Taylor de la différentielle df et de la
forme w concordent en tout point de F.

Nous nous proposons de majorer I'expression l f(M)—T Nf'(]ll)] pour M
et NE F de maniére 4 pouvoir, par la suite, vérifier les conditions (4). Dans ce
but appliquons la formule de Stokes 4 la forme w, et au contour formé par la
portion de ligne polygonale située entre M et N complétée par le segment MN.

L'intégrale prise le long de la portion de ligne polygonale est égale &
f(M)—f(N), par définition de la fonction f.

La formule de Stokes s’écrit

©) f(M) — f(N) = fMNw +ff dow.

L’intégrale simple du second membre est prise le long du segment MN.
L’intégrale double est étendue & une chaine & deux dimensions admettant
comme bord un contour constitué par la portion de ligne polygonale limitée
en M et N, complétée par le segment MN. Comme le segment MN peut
recouper la ligne polygonale, le contour considéré admet en général des
points doubles.

Etude de Uintégrale simple. Utilisons la Proposition I. Celle-ci affirme
’existence d’une fonction g(x, y) r+1 fois contintiment dérivable satisfaisant
aux conditions suivantes:

La différentielle de g est égale 3 w en tout point du segment MN. On a

g(N) = f(N) et Tng= Tnf.

(En effet la forme w étant fermée en N les dérivées partielles de f et g con-
cordent en N avec les dérivées correspondantes de w.) Enfin

NM r+1
| g(M) — Twg(M)| sH | o

——a(||NM
< o el

ol a est un 7-module de continuité commun aux fonctions P et Q.
On voit que [¥w=g(M)—g(N). En ajoutant aux deux membres de (7) le

nombre g(N) — Txg(M) =f(N) — Txf(M), on obtient
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Finalement

(M) — Taf(M) = g(M) — Tng(M) +ff dw.
®) | f(M) — Tuf(M)| < ” uj

r+ D! ffd‘“

Etude le I'intégrale double. Examinons séparément le domaine d’intégra-
tion et l'intégrande.

Le domaine d'intégration est une chaine i deux dimensions constituée par
un nombre fini de domaines polygonaux affectés de coefficients entiers
(positifs ou négatifs): le coefficient affecté & un de ces domaines s’appelle
'index topologique du domaine (cf. Cesari [1]). On remarquera que si la
ligne polygonale a I’aspect d’une spirale certains des domaines pourront étre
affectés de coefficients élevés.

DEFINITION. Nous appelerons “aire positive vraie” d’un ouvert borné
limité par une ligne polygonale (admettant éventuellement des points doubles)
la somme pondérée des aires (positives) de chaque composante connexe de
I’ensemble ouvert: chacune de ces composantes connexes ayant un ordre de
multiplicité égal & la valeur absolue de son index topologique.

NortATION. Nous noterons $(M, N) I'aire positive vraie de I'ouvert borné
limité par le contour formé par la portion de I" limitée par M et N, complétée
par le segment MN.

L'intégrande est dw= { (3P/3y)(x, y) — (0Q/9x)(x, ¥) }dx Ady.

dw = G(xv 3’) dx/\dy,

ou G(x, y) est une fonction r—1 fois continiment dérivable admettant un
r—1 module de continuité égal & 2a, (car dP/dy et dQ/0x admettent le r—1
module a).

Comme w n’est pas fermée partout G(x, y) n'est pas nulle, en général.
Mais G s’annule ainsi que ses dérivées partielles (d'ordre =7 —1) en tout point
ol w est fermée (en particulier en tout point de F). En utilisant la distance du
point de coordonnées x, ¥ 4 'ensemble des points ol w est fermée, et en utilis-
ant la formule de Taylor on obtient une majoration de G(x, y).

NotaTION. Nous noterons p(M, N) le maximum de la distance d’un point
décrivant le domaine d’intégration (dont I'aire positive vraie est 8§ (M, N))
a 'ensemble des points ol w est fermée.

En tout point du domaine d’intégration on peut écrire

o(M, N)D
|G 9| = T 2a(p(M, N)).

a(| VM) +

Il en résulte que

p(M, W)
J J o] s 70 2o, 00560, ).
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En rapprochant de la formule (8), on trouve

|70 — Twi(i) | < w'a(||MNl)
(r+ 1)! !

p(M, N)—1 '
+ —————2a(p(M, N))-S(M, N).
(r — 1)!

©)

C’est I'inégalité que nous avions en vue.

Nous allons appliquer la Proposition II a la solution du Probléeme C de la
fagon suivante: Nous inscrirons dans la courbe I' donnée une suite de lignes
polygonales comme il a été dit au §II.

A la ligne polygonale dont l’ensemble des sommets est F; on peut faire
correspondre les deux fonctions 8;(M, N) et p,(M, N) qui ont été définies
au cours de la démonstration de la Proposition 11.

THEOREME GENERAL. Supposons qu'il existe un entier m<r-+1 et un
module de continuité 3 tel que

Lo, W) | 2a(p(M, N))-8{(M, N) < larxip-

(10) (r — 1) m! '

B(M, N)

alors le Probléme C admet une solution pour l'entier m.

En effet, sous ces hypotheses l'inégalité (9) implique !'existence d’un
module de continuité y(x) tel que

[en]»

1m | (M) — Tafu(M)| = — m'7(||MN||)

olt M et N appartiennent & F; et ol f; est la fonction construite suivant le
procédé de la Proposition II, 4 I'aide de la ligne polygonale dont I'ensemble
des sommets est F;.

Nous allons montrer que le champ W-taylorien f; induit par f; sur I'en-
semble fermé F; satisfait bien aux deux conditions (4).

(a) Les f; possédent bien un m-module de continuité commun: il suffit de
prendre n’importe quel module de continuité qui domine simultanément « et
B. (A un facteur constant pres).

(b) 1l existe une constante C indépendante de i telle que |||f{|[f = C.

En effet, par définition |||f;|||7 est le plus grand des quatre nombres
suivants:

(19 [ l[e, = [II2l][T, (2% llelllz. < lllollfr,

| F:(M) — Tufu(M) |

39 Max
[ 32.¥]]
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pour M et NEF; (ce nombre est majoré par y(d)/m! d’aprés I'inégalité (11)
(d désigne le diamétre de T)

) Max | fi(M) | pour M € F,.

Ce nombre se majore a I'aide de la formule | f;(M) — T,,fi(M)l <d"/m!-y(d).
On tient compte de fi(4) =0 et I'on remarque que le polynéme T,f; est in-
dépendant de I'indice ¢: son terme constant est nul (fi(4)=0) et les autres
coefficients sont entiérement déterminés par la connaissance des fonctions
P et Q.

Comme les quatres nombres précédents ont été majorés indépendamment
de 7 la condition (4) (b) est bien remplie.

Et le §1I permet de conclure que le Probléme C admet une solution.

Nous allons maintenant donner deux exemples de courbes sur lesquelles
la condition (10) est réalisée.

V. Cas ot la courbe I' est le graphe d’une fonction continue. Supposons
que I soit la courbe représentative d'une fonction continue A(x) définie pour
0=<x=1. Pour tout point 4 de la courbe nous noterons x(4) (resp y(4)) son
abscisse (resp son ordonnée).

On obtient une ligne polygonale inscrite dans I' en joignant des points de
I" dans I'ordre de leur abscisse croissante. Soient M et N deux sommets d'une
telle ligne polygonale (I'ensemble des sommets étant noté F;). Tout autre
point 4 de F; satisfaisant & x(M) Sx(4) <x(NV) est un sommet d’un polygéne
appartenant i la chaine qui sert de domaine d’intégration pour I'intégrale
double:

Majoration de p(M, N). L'ouvert délimité par la portion de ligne poly-
gonale d’extrémités M et N, et par le segment M N est inclus dans le rectangle
®R(M, N) déterminé par les droites suivantes: les paralléles ¢ 0y, d’abscisse
x(M) et x(N); les paralléles & Ox dont 'ordonnée est le maximum, et le mini-
mum de la fonction \(x) dans l'intervalle [x(M), x(N)].

D’aprés le théoréme de Bolzano, pour tout point 4 de I'ouvert, il existe
un point de I d’ordonnée y(A4) et situé dans ®R(M, N). La distancede 4 A T
est donc inférieure 2 |x(M) —x(N)| <|| MN||. Comme T est, par hypothése,
inclus dans I'ensemble des points ol la forme w est fermée, il s’ensuit que

p(M, N) < || MN|.

Magjoration de 8(M, N). Le segment MN recoupe en général la ligne poly-
gonale, mais I'index topologique de chacune des composantes connexes de
I'ouvert n’est égal qu’'a 41 ou —1, suivant que cette composante connexe
est au dessus ou au dessous du segment MN. L’aire positive vraie de I'ouvert
se réduit donc a la somme des aires des composantes connexes: cette aire est
donc majorée par 'aire de ®(M, N).

Soit B(x) un module de continuité de la fonction A(x). L'aire du rectangle
®(M, N) est majorée par |x(M)—x(N)| -B(lx(M) —-x(N)I) ou encore par
|| 2] -B(| 4 N]))
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S(M, N) < || MN||-8(| MN

).

La formule (9) devient ici

|| 3 M| - (| 7)) 2a(||NMIl)-ﬂ(IINMII)} .
(r+ D! (r — 1!

En désignant par vy(x)/r! un module de continuité qui majore 'accolade on
peut appliquer le théoréme général (formule (10)) et énoncer:

| f(M) — Tufu(M) | < || M) {

ProrosITION. Si T est le graphe d'une fonction continue, le Probléme C
admet une solution en prenant m=r—1.

REMARQUES. (1°) En général on ne peut pas affirmer que le Probleéme B
admet une solution, car 'accolade n’est pas négligeable devant || MN||. Mais
dans des cas particuliers, il peut se produire que le produit a(x)-8(x) soit
négligeable devant x, et 'on peut prendre m=r. (2°) Les conclusions pré-
cédentes s'étendent a toutes les courbes pour lesquelles les majorations

o(M,N) < ||MN|| et s, N) < ||MN]|-8(|mN])

sont valables. C’est, le cas pour la courbe qui fait 'objet du §VII. Cependant
ce n'est pas un graphe de fonction.

VI. Courbes localement semblables & elles-méme. La courbe de von
Koch (cf. von Koch [1]) est le prototype des courbes localement semblables
3 elles-méme: Pour chaque point de la courbe on peut trouver un voisinage
aussi petit que I'on veut qui est semblable & la courbe entiére. M. Louis
Antoine a décrit [1] un processus de construction (englobant le cas de la
courbe de von Koch, et de I’ensemble de Cantor) qui permet d’obtenir des
courbes de ce type. Le triangle isocéle qui est utilisé par von Koch peut étre
remplacé par des figures diverses (du plan ou de I'espace) (cf. par exemple
Choquet [1], Whitney [2]).

Soit donc I' une courbe plane, localement semblable & elle-méme et admet-
tant une aire positive vraie finie (lorsqu’on la compl&te par un segment). Soit
d son diamétre (euclidien). D’aprés le théoréme de Borel-Lebesgue, on peut
trouver une longueur d; <d et un nombre k (1<k=d/d;) tel que tout arc
de diamétre <d, puisse étre soumis 3 une similitude de rapport k qui
I'applique dans T'.

Pour étudier les fonctions p(M, N) et 8(M, N) commengons par les en-
visager pour des couples de points M, N tels que ” MN H = d,. Dans ces condi-
tions il existe deux constantes K et K’ telles que

(12) o(M, N)/||MN|| = K et $(M, N)/|MN|* < K.

Mais comme les rapports precédents sont invariants par similitude, la con-
clusion reste valable pour des couples de points tels que ||MN||2di/k; et
plus généralement || MN|| 2di/k» (n=1,2,3, - - -).
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Finalement les inégalités (12) sont valables pour tout couple de points
M, N deT.

Portons ces résultats dans la formule (9). On peut alors majorer le second
membre par une expression de la forme ”MN”'*l/r!-K”-a(“MN“).

Le théoré¢me général, formule (10), permet d’affirmer que pour les courbes
planes localement semblables 4 elles-méme et d’aire positive vraie finie le
Probléme B posséde toujours une solution (pour r=1).

REMARQUES. (1°) Le raisonnement précédent peut-se généraliser au cas
des courbes ayant la propriété suivante:

“Tout point de la courbe I' posséde un voisinage (dans R?) homéomorphe
a un voisinage de toute la courbe, en sorte que les homémorphismes possédent
les deux propriétés suivantes:

Ils appliquent I'arc de T situé dans le voisinage, dans la courbe.

Ils sont uniformément lipschitsiens (pour la métrique euclidienne).”

(2°) On peut appliquer le raisonnement précédent & des courbes situées
dans R*. Mais, pour utiliser la formule de Stokes il est nécéssaire de pouvoir
étudier des cloisons s’appuyant sur les lignes polygonales inscrites et d’avoir
des renseignements sur l'aire positive vraie de ces cloisons. Le procédé cité
par M. L. Antoine permet de construire de telles courbes gauches: on prendra
soin de construire simultanément la courbe et la cloison.

(3°) Les courbes précédentes sont des courbes 1-critiques (cf. Glaeser
[1]). Il existe des fonctions 1-fois contintiment dérivables non constantes sur
ces courbes et y admettant une différentielle nulle. Le procédé d'intégration
permet, suivant M. Sion, de construire des fonctions m-fois continiment
dérivables dont toutes les dérivées partielles d'ordre m s’annulent sur T', sans
que les dérivées m —1-iéme y restent constantes.

VII. Un contre-exemple. La courbe: C’est une schématisation du graphe
de la fonction y=x2 sin 7/2x.

On part de la parabole y?=x. La courbe I' comprend toutes les cordes
d’abscisse 1/2n+41 (=0, 1, 2, - - - ) raccordées par des arcs de parabole
dont I'ordonnée est alternativement positive et négative. I' n’est pas recti-
fiable (courbe de “longueur infinie”). Les fonctions dont il sera question dans
ce paragraphe seront, par définition nulles pour y*=x, et en particulier ¢
Porigine. La fonction F(x, y) sera définie dans I'ouvert y2 <x par

(13) F(x,y) = (x — y?)*sin n/2x.

Nous allons montrer que cette fonction est 1-fois contintiment dérivable dans
tout le plan. Ses dérivées sont données dans I'ouvert y2 <x par les formules:
oF T T 1 T
— (x,3) = 4(x — y)¥sin — — — (x — y?)* —cos —
9z y Y. y 2% 2 ( y) o 7z

O (e ) = — 8(x — yysin
— (¥, %) = — 8(x — y?)?¥ysin - -
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Dans l'ouvert ¥ <x on peut majorer |x-y2| par 2 |x| et |y| par x'/2 Il en
résulte des majorations pour F(x, y) et ses dérivées

| F(x, 9)| < (22)* etc.

qui sont évidemment aussi valables en dehors de I'ouvert. Elles prouvent que
nos trois fonctions sont continues a I'origine.

Enfin on notera que toutes les fonctions dont il est question dans ce para-
graphe font apparaitre le facteur (x—9y?) multiplé par une expression qui
reste bornée sur tout compact. Ce qui établit la continuité au voisinage de
tout point de la parabole y?=x.

Ainsi F(x, y) est 1-fois contintiment dérivable; mais on remarquera
qu’elle n’est pas 2-fois contintiment dérivable (ainsi que sa restriction a I'axe
Ox: le second terme du second membre de I'expression de dF/dx(x, y) se
réduit, sur 0x, 3 —(m/2)x?-cos m/2x qui n’est pas contindment dérivable).

Ceci posé, considérons la forme différentielle & = P(x, y)dx+Q(x, y)dy ou
P et ( (nuls pour y2<x) sont définis dans I'ouvert y22x par

" A oF
(19) B(r,y) = 4z — y)Psin— et O(x,9) = — (%, 9).
2x ay

On vérifie immédiatement, comme pour F(x, ¥) que P et () sont 1-fois con-
tintment dérivables dans tout le plan: Il est & noter que P se déduit de
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(0F/dx)(x, y) par suppression du terme “génant”(?). Bien que dF et & ne
soient pas égales dans tout le plan, on constate qu'elles prennent la méme
valeur en tout point de la courbe T, car x — y*s’annule sur la parabole, et cos 7/2x
s’annule sur les cordes verticales d’abscisse 1/2n4-1.

Enfin on vérifie qu’en tout point de T', on a (3P/3y)(x, y) = (00/3x)(x,y).
En effet, dans 'ouvert y2<x,

aP 4
— (x,9) = — 24(x — y?)?% - y-sin —,
ay 2x
aQ T T 8(x — y?)3y ™
— = — 24(x — y?)?-y-sin — 4+ — ————= cos —
5. &) (@ = y%)*y-sin — 4 = " o

& est donc une forme différentielle 1-fois contintiment dérivable férmée sur I'.
Et F(x, y) est une solution particuliére du Probléeme C pour T et &. Nous
allons en déduire qu'’il n’existe pas de solution du Probléme B pour I et 6.
En effet, supposons qu'il existe une solution f(x, y) du Probléme B.
Montrons que sur la courbe T' les fonctions f et F ne différent que par une
constante: En effet tout arc compact de I' ne contenant pas l'origine est
rectifiable. Comme f et F ont méme différentielle sur un tel arc, on conclut
que f et F ne différent que par une constante sur le complémentaire de
P'origine (par rapport & I'). Par continuité, le résultat s’étend & T, origine
comprise.
I.a fonction f(x, ¥) devrait donc induire sur T le champ taylorien d’ordre
2 suivant:
2 2 2
fpae Yp Yo B _OP 8 o 09 ¥ a0
ox 9y 92  9x  dxdy dy dx  dy* 3y

Nous allons vérifier que ce champ taylorien n'est pas un champ W-
taylorien d’ordre 2. Désignons par 4, le point de coordonnées x,=1/2n-+1,
¥.=0, il nous suffira de vérifier que le rapport

|f(An+l) - TA,.f(An+x)|
l| A A2

ne tend pas vers 0 lorsque # tend vers l'infini. En fait ce quotient tend vers
2(®). La restriction de & & T' posséde les caractéres suivants: C’est une forme

% Voici, pour la commodité du lecteur, les deux dérivées partielles qui n’intervienne pas
dans le texte: (9P/dx)(x, y) = 12(x—y%)%sin(r/2x) — (x/2)(4(x—y?)3/x?)cos(x/2x), (a@/ay)
- (x, ¥) = (x—?)2[48y2 — 8(x — 3% ] - sin (r/2x). Les inégalités suivantes sont valables dans tout le
plan: (15) | P(x, )| =32|x|*, | (0P/ax) (%, y)| <12(2x)*+167]x|.

3Le numérateur s'écrit f(An1) —f(An) — Ens1—2n) P(An) = ((%n —%n41)2/2) (P (A,) /0x).
Le dénominateur étant un infiniment petit du 4-itme ordre par rapport & 1/z, on est ramené
(apres suppression des infiniment petits d’ordre supérieur (cf. (15)) note ci-dessus) i chercher la
limite de | f(A.41) =f(4.)] /|| An11d.]|? pour n— es.
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1-fois contintiment dérivable fermée sur I'. On peut se proposer de la prolonger
3 tout le plan: il est possible d’obtenir un prolongement 1-fois continltment
dérivable; on peut aussi obtenir un prolongement qui soit une différentielle
exacte (d’une fonction 1-fois continfiment dérivable); mais il est impossible
de satisfaire simultanément 3 ces deux exigences.

VIII. Intégration des formes indefiniment derivables. Soit & = P(x, y)dx
+0Q(x, y)dy une forme différentielle indéfiniment dérivable. Les fonctions P
et O induisent sur une courbe T un champ taylorien d'ordre infini. Lorsqu'on
ne retient d’un tel champ que les dérivées partielles d’ordre =m, on dit que
'on effectue la projection d’ordre m du champ taylorien. Une forme & indéfini-
ment dérivable est fermée sur T, si chacune de ses projections d’ordre fini
est fermée.

Nous avons pu construire un exemple (trop compliqué pour trouver sa
place ici) d’une courbe (en forme de spirale 3 spires irréguliéres) et d’une
forme indéfiniment dérivable, fermée sur la courbe, et telle que le Probléeme C
ne soit possible que pour m=1.

Cependant on peut énoncer:

THEOREME. Soit une courbe possédant les deux propriétés infinitésimales
sutvantes: '

(1°) L’ensemble des S(M, N) reste borné lorsque M et N décrivent la courbe.

(2°) Il existe un entier k tel que

p(M, N) < || MN|| .

Alors pour toute forme différentielle indéfiniment dérivable & et fermée sur T,
on peut trouver une fonction f(x, y) indéfiniment dérivable, telle que la différen-
tielle df et & induisent le méme champ taylorien sur I

En effet, appliquant le théoréme général a la projection d’ordre mk de 6,
on peut trouver une fonction m-fois contintiment dérivable solution du Prob-
Ie¢me C, et nulle en un point 4 fixé sur I'.

Ceci peut étre obtenu pour tout m.

Soit fa(x, y) cette fonction. Or d&s que m =2 les fonctions f, induisent la
méme fonction sur T'. En effet, un théoréme de A. P. Morse [1] affirme que
sur tout ensemble connexe de I'espace ®”, toute fonction n-fois contintiment
dérivable ayant une différentielle nulle sur cet ensemble est constante. La
différence fn—fna est donc nulle sur I, dés que m et m’ sont supérieurs a 2.
Appelons f la fonction définie sur I' et égale & fm (m=2). Cette fonction est
la premiére composante d'un champ taylorien d’ordre infini dont les dérivées
partielles sont déterminées & partir de w. Ce champ taylorien est tel que
chacune de ses projections d'ordre m est un champ W-taylorien d’ ordre m.

Un théoréme de Whitney (cf. [1, p. 71]) affirme que cette derniére condi-
tion est nécéssaire et suffisante pour que l'on puisse prolonger le champ
taylorien en une fonction indéfiniment dérivable définie dans R% Une telle
fonction résoud donc le probléme.
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