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Le présent travail est une suite à un mémoire de J. A. Ernest [4]. Pour

abréger, nous renvoyons à [4] pour les définitions et les notations principales.

Soit W une algèbre de Banach involutive separable. On considère les

représentations factorielles de W dans des espaces hilbertiens separables^) ;

les classes de quasi-équivalence de telles représentations forment un ensemble

V? qui a été muni dans [4] d'une structure borélienne; l'espace borélien W est

appelé quasi-dual de W. Par ailleurs soit W l'ensemble des classes d'équiva-

lence de représentations irréductibles de W dans des espaces hilbertiens

separables; l'ensemble "W a été muni par G. W. Mackey [7] d'une structure

borélienne; l'espace borélien "W est appelé dual de V?.

Deux représentations irréductibles de V? sont quasi-équivalentes si et

seulement si elles sont équivalentes. D'autre part, une représentation fac-

torielle ir de *W est quasi-équivalente à une représentation irréductible si et

seulement si w est de type I. Par suite, il existe une application bijective

évidente i> de W sur l'ensemble "Wi CW des classes (pour la quasi-équivalence)

de représentations factorielles de type I de W. Nous montrerons dans ce

mémoire que °Wi est une partie borélienne de *W et que <3? est un isomorphisme

d'espaces boréliens. Des résultats partiels dans cette direction (non publiés)

avaient déjà été obtenus par J. A. Ernest.

Rappelons qu'on note 77i, 772, ■ • • , H„ les espaces hilbertiens separables

types de dimension 1, 2, •• -, » ; qu'on note °We„ l'ensemble des représenta-

tions de W dans 77„, "W' la réunion des VP%, W l'ensemble des représentations

factorielles appartenant à W; nous noterons *Wirr l'ensemble des représenta-

tions irréductibles appartenant à W. L'ensemble V?c est muni d'une structure

d'espace borélien standard, et VPen, V?p, Wrr sont des sous-ensembles boréliens

de W.
Si 77" est un espace hilbertien, on désignera par L(H) l'ensemble des

opérateurs linéaires continus dans H.

Dans les Lemmes 1 et 2, nous sommes obligés de reprendre les raisonne-

ments de [l, §6, Lemme 3 et Théorème 4], avec des hypothèses légèrement

différentes. Nous adoptons les notations de [l]. Rappelons qu'on appelle

crible une suite C=(C„, pn)n20 telle que, pour tout w, C„ soit un ensemble

Received by the editors September 11, 1961.
(') Toutes les représentations ir de W que nous considérons sont "non dégénérées" en ce

sens que les vecteurs x(x)£ (x parcourant W et £ parcourant l'espace H de la représentation)

sont partout denses dans H.
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dénombrable et pn une surjection de C„+i sur C„. Rappelons aussi qu'on

appelle espace polonais un espace separable £ dont la topologie peut être

définie par une distance rendant £ complet.

Lemme 1. Soit £ un espace métrique separable. Il existe un crible

C=(Cn, pn)nao, et, pour chaque entier «^0, une application (pn de Cn dans

l'ensemble des parties ouvertes non vides de £ de diamètre^2~n, de manière que

(a) £ soit la réunion des <po(c) lorsque c parcourt Co;

(b) pour tout n, et tout cCCn, (¡>»(c) soit la réunion des [<pn+i(c')]~, où c'

parcourt pñl(c).

Il suffit de reprendre le raisonnement de [l, §6, Lemme 3], en remplaçant

les ensembles fermés par des boules ouvertes, et en remarquant que, si B est

une boule ouverte de £ de rayon a>0, il existe un recouvrement de B par

une suite de boules ouvertes Bn de rayon <a/2 et telles que P„£P.

Lemme 2. Soient E un espace polonais, R une relation d'équivalence dans E.

Supposons que les classes d'équivalence suivant R soient fermées dans E, et que

le saturé pour R de tout ensemble ouvert soit borêlien. Alors il existe un ensemble

borêlien dans E qui rencontre chaque classe d'équivalence en un point et un seul.

Considérons sur E une distance compatible avec la topologie et pour

laquelle £ soit complet. Soient C=(Cn, pn) et (4>n) avec les propriétés du

Lemme 1. Pour chaque c£C„, soit g„(c) le saturé pour R de l'ensemble ouvert

<pn(c); par hypothèse, gn(c) est borêlien dans £. Exactement comme dans

[l, §6, Théorème 4], on définit, pour tout n et tout cCC», les hn(c), puis les

ensembles décroissants S„, et 5=H„ Sn, qui sont encore boréliens. Pour tout

entier «2:0 et toute classe d'équivalence 77 suivant R, il existe un élément et

un seul cCCn, soit c = c„(77), tel que hn(cn(H)) rencontre 77; et l'on a hn(cn(H))

r\H=^n(cn(H))r\H,Snr\H=<bn(Cn(H))r\H,S=^n<Pn(cn(H))r\H,Pn(Cn+l(H))

— c„(H). (L'argument de [l], purement ensembliste, s'applique mot pour

mot.) Comme [<pn+i(cn+i(H))]~ C<pn(cn(H)), on a H„ cb„(cn(H)) H H

= fi„ [<bn(cn(H))]~r\H. Or les [<bn(cn(H))] (~\H sont des ensembles fermés

décroissants de diamètre è2~n, donc leur intersection se réduit à un point.

Donc SC\H se réduit à un point, ce qui prouve le lemme.

Lemme 3. Soient G un groupe topologique polonais, G' un sous-groupe

fermé de G. Il existe une partie borêlienne de G qui rencontre chaque classe à

gauche suivant G' en un point et un seul.

En effet, si R est la relation d'équivalence de G dont les classes sont les

classes à gauche suivant G', les conditions du Lemme 2 sont évidemment

remplies.

Rappelons que, sur l'ensemble des opérateurs unitaires d'un espace

hilbertien, les topologies faible et forte coincident, et sont compatibles avec

la structure de groupe.
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Lemme 4. Soient H un espace hilbertien separable, G le groupe des opérateurs

unitaires de H. Pour la topologie forte (ou faible), G est un groupe polonais.

En effet, la boule unité LX(H) de L(H) est compacte separable pour la

topologie faible, donc est un espace polonais. Il suffit [l, §6, Théorème l] de

montrer que G est intersection dénombrable de parties faiblement ouvertes

de Li(H). Or, si (x¡) est une suite partout dense dans la sphère unité de 77, G

est l'ensemble des TELi(H) tels que || Tx,\\ > 1 — 1/j, \\ T*x,\\ >1 — \/j quels

que soient i et j. Et chacune de ces inégalités définit une partie faiblement

ouverte de Li(H).

Ceci posé, nous revenons aux notations du début de cet article. Pour

re= 1, 2, • • • , », soit eWinCcvv,î' l'ensemble des représentations ir de W telles

que tt(W)' soit un facteur de type In. On a V?ïl = 'WirT. Soit Wi la réunion

des *WiB. Alors Wi est l'ensemble des représentations factorielles de type I de

V? (dans Hi, Hi, • ■ ■ , 77«,). Les ensembles Wi„ sont saturés pour l'équivalence

unitaire mais pas pour la quasi-équivalence; au contraire, Wi est saturé pour

la quasi-équivalence. Une représentation de Wi,, est unitairement équivalente

à une représentation de la forme 7r©7r© • ■ • ®w (n termes) avec w irréduc-

tible. Les ensembles *WiB ont tous la même image V?i dans "W.

Lemme 5. Soit B une partie borélienne de Whr saturée pour l'équivalence

unitaire. Soit C l'ensemble des éléments de Wip quasi-équivalents à un élément de

B. Alors C est borélien dans W.

Les ensembles BÍW^\, BCWVl, ■ ■ ■ sont boréliens et saturés pour l'équiv-

alence unitaire. Il suffit de raisonner sur chacun de ces ensembles. Autrement

dit, nous supposerons désormais que les éléments de 73 opèrent dans un Hn.

Alors les éléments de C opèrent dans Hnp. Nous exposerons la démonstration

pour re = /> = » (les autres cas se traitent de manière analogue et un peu plus

simple). Posons alors 77„ = 77np = 77.

Soit (Ki, Ki, • • • ) une suite infinie de sous-espaces vectoriels fermés de

dimension infinie de 77, deux à deux orthogonaux, de somme hilbertienne H.

Soit /„ un isomorphisme de 77 sur Kn. Pour tout TEL(H), les opérateurs

JnTJ~l définissent par linéarité et continuité un opérateur T' dans H, et

T—*T' est un isomorphisme de £(77) sur un facteur F de type IM, ensemble

des opérateurs linéaires continus de 77 qui laissent stables les Kn et dont les

parties induites dans les Kn sont échangées par les isomorphismes Jn'J^1. Le

commutant F' de Fest aussi un facteur de type IM. Soit x une représentation

de W dans H. On notera w' la représentation x—>tt(x)' de °W dans 77". Si

TrE^irT, it'î/W) engendre le facteur F. L'application -w—m' est évidemment

injective, et elle est borélienne; car soient £ = £i+£î+ • • • , 17 = 171+172+ • • •

GT£ avec £,-, raEKr, on a, pour xGW,

(*■'(*){ U)   =   Z (.Jn*(x)Jñ% \r,n)   =   Z  (*(X)J«% | Jn'Vn)
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et chaque terme (^(x)^1^] Jñ^n) est une fonction borélienne de ir. D'après

[7, Théorème 3.2], l'ensemble B' des tt', où it parcourt B, est une partie boré-

lienne de *We, contenue dans Wt^.

L'ensemble C de l'énoncé est la réunion des UB'U~l, où U parcourt le

groupe G des opérateurs unitaires de 77. Autrement dit, C est l'image de

GXB' par l'application ©: (U, a)-^UaU~l de GXB' dans Wc. Sur G, la

topologie forte ou faible définit une structure borélienne standard, et © est

une application borélienne [7, p. 152]. Nous allons montrer que, pour un

élément U de G, les conditions suivantes sont équivalentes (pourvu que

B^0, cas auquel on peut évidemment se limiter) :
(1) UFU~l=F;

(2) [7= VW, avec F, W unitaires, F£P, TF£P';

(3) UB'U-^B';
(4) il existe iri, tt2£P' tels que UiriU~l = ir2.

(4)=>(1): soient n, ir2£P' avec UwiU~l = tt2. Alors ÎMCW) U~1 = tt2('W),

donc, en prenant les adhérences faibles, UFU~i= F.

(1)=>(2): si UFU~l= F, U définit un automorphisme de F. Or tout auto-

morphisme d'un facteur de type I est défini par un opérateur unitaire de ce

facteur [2, p. 253, Proposition 3] appliquée à £(77)). Il existe donc un opéra-

teur unitaire F de P tel que W— V~lU définisse l'automorphisme identique

de P, autrement dit appartienne à F'. Et on a U= VW.

(2)=>(3): Soit U= VW, avec F, IF unitaires, F£P, WCF'. Soit tt£P.

On a IF7r'(x)IF-1 = 7r'(x) pour tout x£W. D'autre part, Fest de la forme P'

avec un opérateur unitaire P dans 77. Alors F7t'(x)F_1= (P7r(x)P-1)', donc

Vtt'V~1=(TwT~1)'. Or TwT~lCB puisque B est saturé pour l'équivalence

unitaire. Donc Uir'U^CB', et finalement UB'U~^ = B'.

(3)=>(4) : évident.

Les conditions (l)-(4) définissent un sous-groupe G' de G. Sur la condition

(1), il est clair que G' est fermé. D'après les Lemmes 3 et 4, il existe un sous-

ensemble borêlien 5 de G qui rencontre chaque classe à gauche de G suivant

G' en un point et un seul. Montrons que @(GXB') = <è(SXB'). Il est clair

que ©(GXP')D©(SXP').Réciproquement,soientt/£G,o-£P'.OnaZ7= UiU2

avec UiCS, f/2£G'. Alors ®(U,<r)= Ui(U2<jU21)Uï1C UiB'Uï1 C®(SXB')

d'après la condition (3) ci-dessus, d'où l'égalité annoncée. Montrons que la

restriction de 0 à SXB' est injective. Soient 7Ti, t2£P', et Wi, W2CS, tels

que WiiTiWrl= W2ir2W2l; alors Wï^-Wi vérifie la condition (4) ci-dessus, donc

IFi et W2 appartiennent à la même classe à gauche suivant G', donc Wi— W2,

et alors 7Ti = 7t2. Ceci posé, C=@(SXB') est borêlien dans W d'après [7,

Théorème 3.2].

Théorème 1. Soit » = 1, 2, • • • , ». L'ensemble *Wi„ est une partie boré-

lienne de W\ L'ensemble °Wi est une partie borélienne de W5.

La première assertion résulte du Lemme 5 appliqué à S = 'Wirr.  La
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deuxième assertion résulte de la première.

Corollaire 1. Les ensembles *Wtb, V?i, munis de la structure borélienne in-

duite par celle de W*, sont des espaces boréliens standard.

Corollaire 2.     i est une partie borélienne de °W.

Comme on l'a remarqué dans l'introduction, l'injection canonique i de

W" dans Wi définit par passage aux quotients une bijection $dew sur "Wi.

Théorème 2. L'application 3? est un isomorphisme de l'espace borélien V?

sur l'espace borélien "Wi.

i

?i iP
«W->'WI

Soient />: *Wi—»*Wi et g: VPirT—>W les applications canoniques. Soit 5 une

partie borélienne de V?i. Alors p~l(S) est une partie borélienne de "Wt saturée

pour la quasi-équivalence. Donc i~1(p~1(S)) = q~1(<b~1(S)) est une partie

borélienne de Wirr saturée pour l'équivalence unitaire. Donc i>-1(5) est boré-

lien dans W.

Soit T une partie borélienne de W. Alors q_1(T) est une partie borélienne

de °Wirr saturée pour l'équivalence. L'ensemble p~*($(T)) est le saturé de

i(q_1(T)) pour la quasi-équivalence. Appliquant le Lemme 5 avec B = q~1(T),

on voit que cet ensemble est borélien dans "Wi. Donc <$(£) est borélien dans
"Wi.

Le Théorème 2 permet d'identifier W à un sous-espace borélien de W.

Appendice: application du Lemme 2 à un problème de Mackey. Mackey

a montré [7, Théorème 8.5] que, s'il existe dans Wirr un ensemble borélien

rencontrant chaque classe d'équivalence en un point et un seul, l'espace

borélien W est dénombrablement séparé. On va voir que la réciproque est

vraie :

Théorème 3. Si l'espace borélien W est dénombrablement séparé, il existe

dans W" un ensemble borélien rencontrant chaque classe d'équivalence en un

point et un seul.

Il existe une C*-algèbre W associée à W telle que les représentations de *W

dans un espace hilbertien s'identifient à celles de W; et on voit tout de suite

que cette identification est compatible avec la topologie de la convergence

simple forte. On peut donc supposer désormais que W est une C*-algèbre.

Alors, l'hypothèse que V? est dénombrablement séparé entraîne que W est

GCR ([3, Théorème l] et [6, Théorème 2]).
Pour re=l, 2, •••, », soient Wj," l'ensemble des représentations irré-

ductibles de W dans H„, et W„ l'image de WJ," dans W. Pour la topologie de
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la convergence simple forte, V?1" est un espace polonais [3, Lemme 4]. La

topologie quotient de celle de W^ sur V?n est la topologie induite sur V?n par

la topologie naturelle de W [5, Corollaire du Théorème 3.1]. Comme W est

GCR, cette topologie possède la propriété suivante [3, p. 7]: il existe une

famille croissante bien ordonnée (Up)pep de parties ouvertes de W, avec P

dénombrable, telle que les V„ = Up+i — U„ forment une partition de W et

soient séparés. Chaque Vp est l'intersection d'une partie ouverte et d'une

partie fermés de *W. Soit WJ," l'image réciproque de Vp dans "WJ,". Alors

"W'^p est dans W1" l'intersection d'une partie ouverte et d'une partie fermée,

donc un G¡; donc "Wj," est un espace polonais [l, §6, Théorème l]. Le saturé

dans Wj," d'une partie ouverte est ouvert puisque l'équivalence unitaire dans

"W" est définie par une groupe d'homéomorphismes. Enfin, comme Vp est

séparé, les classes d'équivalence sont fermées dans "Wj,". On peut donc appli-

quer le Lemme 2 : il existe une partie borélienne de Wn"p rencontrant chaque

classe de Wj," en un point et un seul. Ceci étant vrai pour tout « et tout p, le

théorème est démontré.
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