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LES MODELES DENOMBRABLES D'UNE THEORIE

AYANT DES FONCTIONS DE SKOLEM

BY

DANIEL LASCAR

Abstract. Let T be a countable complete theory having Skolem functions. We

prove that if all the types over finitely generated models are definable (this is the

case for example if T is stable), then either T has 2K° countable models or all its

models are homogeneous. The proof makes heavy use of stability techniques.

Introduction. Le but de cet article est de rendre plausible la conjecture suivante:

Conjecture. Soit T une theorie denombrable ayant des fonctions de Skolem, et

supposons que T a un modele denombrable non homogene. Alors T a 2"° mode les

denombrables.

Cette conjecture est evidemment liee aux conjectures de Vaught [V] et de Martin.

A partir de maintenant, nous supposerons que T a des fonctions de Skolem.

Shelah [S2] a montre que s'il y a un ordre total definissable dans T, alors T a 2H°

modeles denombrables. A l'autre bout, dans [L3] on esquisse la demonstration de

la conjecture pour T superstable. En fait, peu de changements sont necessaires

pour obtenir la demonstration pour T stable (Propositions 4.3 et 4.4 de cet article),

et meme pour toute theorie satisfaisant aux conditions (1) et (2) suivantes (qui sont

evidemment vraies si T est stable).

Condition (1). Tout type sur tout modele finiment engendre est definissable.

Condition (2). Si Af est un modele finiment engendre, a et b des suites dans une

extension elementaire de Af, et si t(a/M[b]) est l'heritier de t(a/M), alors

t(b/M[a]) est l'heritier de t(b/ M). (Voir §1 pour les notations et definitions.)

En fait, on a encore mieux puisque dans §7, on montre que si T satisfait a la

premiere condition et a moins de 2"° modeles, alors T satisfait a la seconde

condition. On demontre done la conjecture de Vaught (et aussi la conjecture de

Martin) pour les theories avec fonctions de Skolem et satisfaisant a la condition (1).

§§2-6 sont consacrees a la demonstration de la conjecture lorsque T satisfait aux

conditions (1) et (2). Deux outils essentiels seront utilises: le rang de Cantor-

Bendixson, qui est expose dans §2. En fait, nous ne faisons que reprendre les

lemmes de [LI], ou une autre utilisation de ce rang etant faite.

D'autre part, etant donne un modele Af nous considererons les extensions

elementaires propres et minimales de Af, ou plus exactement les types de la forme

t(a/ M) ou le modele engendre par M eta est une telle extension. Ces types (les R.
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K. minimaux) constituent le second outil et sont etudies dans §3. Cette notion est

reliee a la notion de types reguliers (regular types) de Shelah [Sl, Chapitre V].

Dans la section suivante, on montre que toute extension finiment engendree de

Af peut s'obtenir a l'aide d'une chaine elementaire finie, chaque element de la

chaine etant minimal au-dessus du precedent. C'est dans §5 qu'on construit 2"°

modeles de T si T a un modele denombrable non homogene. En fait, dans cette

section nous supposerons l'existence d'un modele non homogene tres particulier. II

ne nous reste plus, dans §6, qu'a montrer que l'existence d'un modele denombrable

non homogene entraine l'existence de ce type de modele.

En plus de connaissances generates de theorie des modeles, on supposera connus

les resultats de [LP] essentiellement §§2, 3 et 4.

1. Notations et preliminaires. Nous considererons dans cet article une theorie T

denombrable ayant des fonctions de Skolem. Done toute sous-structure d'un

modele en est une restriction elementaire. Par consequent, toutes les structures

dont nous parlerons seront des modeles de T, et toutes les injections des injections

elementaires.

Si A est un sous-ensemble quelconque d'un modele Af' et Af < Af', on notera

M[A] le sous-modele engendre par A u Af. Quelquefois, le modele Af' n'a pas

d'importance, et nous nous dispenserons de le mentionner. On ecrira Af[a] et

M[ax, a2, . . . , an] plutot que Af[{a}] et Af[{a,, a2, . . . , an}]. Par modele de type

fini, nous designons un modele de la forme M^A] ou A est fini et ou Af0 est le

modele premier de T. Dans tout cet article, M designera un modele de type fini, alors

que Af', N, . . . designeront des modeles quelconques de T. Remarquons de suite

que s'il y a 2"° extensions denombrables de Af, deux a deux non Af-isomorphes, T a

2"° modeles denombrables.

Le type d'un element ou d'une suite finie a sur un modele N est denote par

t(a/N). On notera Sn(N) l'ensemble des /i-types sur N, et on ecrira S(N) si on ne

desire pas preciser le nombre de variables des types consideres. Remarquons que se

donner le type d'un element sur un ensemble est equivalent a se donner son type

sur le modele que cet ensemble engendre. Si p G S(N) on note N[p] le modele

(defini a /V-isomorphismes pres) N[a], oil le type de a sur N est precisement/). Si <b

est une formule a parametres dans N, <b[N] est l'ensemble {a G N; N 14>(a)}. Si

N < N', etp G S(N'),p I N est la restriction dep a N.

Nous supposerons dans tout cet article que T satisfait a la condition suivante:

(0) Pour tout n > 0, Sn(T) est denombrable.

II est clair que toute theorie ayant moins de 2"° modeles la verifie, et par

consequent cette hypothese est gratuite. D'autre part, elle entraine que pour tout

modele Af de type fini, Sn(M) est aussi denombrable. Ceci reste vrai pour tout

modele A/' inclus dans un modele de type fini.

Nous allons maintenant rappeler tres rapidement les notions et principales

proprietes dont nous aurons besoin:

1.1. Definition. Solent N < N',p G S(N) et p' une extension dep sur N'.

(1) On dit que/;' est heritier dep si pour toute formule <b(v0, v) a parametres dans

N et pour tout a', suite finie de N' de longueur convenable, si <b(x, a') G p', alors il

existe une suite a de N telle que <b(x, a) El p.
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(2) On dit que p' est coheritier de p si pour toute formule </>(u0, v) a parametres

dans N et d' suite de N' telle que <b(x, d) G p', il existe b G N tel que N' f <b(b, a').

Alors

1.2. Proposition. Soient a et b dans une extension elementaire de N; alors

t(a/N[b]) est heritier de t(a/N) si et seulement si t(b/N[a]) est coheritier de

t(b/N).

Nous renvoyons a [LP] pour les proprietes d'existence et de transitivite des

heritiers et coheritiers. Remarquons que si p G S(N) n'est pas realise dans TV

(c'est-a-dire que x = a n'appartient a p pour aucun element a de N) et si p' est

heritier ou coheritier de p sur N' > N, alors p' n'est pas realise dans N'.

La proposition suivante nous sera tres souvent utile:

1.3. Proposition. Soient N < N', <b(v) une formule a parametres dans N, p G

SX(N') et supposons que <b[N'] = <p{N] et <b(x) G p. Alors p est coheritier de p \ N.

Demonstration. Supposons que a! est une suite finie de N' et que i//(x, a) G p.

Alors N' t= 3v[<b(v) n ty(v, a')] (parce quep est consistant), et si b est un element de

N' tel que <b(b) A «K&, a'), alors b G N.   ■

1.4. Definition. Soit p G S(N). On dit quep est definissable si pour toute formule

<j>(x, v) il existe une formule xj/(v) a parametres dans N telle que pour toute suite a de

N de longueur convenable <#>(x, a) G p si et seulement si N N *p(a).

On demontre qu'un type sur N est definissable si et seulement s'il n'a qu'un seul

heritier sur toute extension de N.

Dans tout cet article, nous supposerons que la condition (1) de l'introduction est

verifiee.

1.5. Definition. Soit/? G S(N). On dit quep est a support fini s'il existe Af -< N,

M de type fini tel quep est l'heritier dep \ M.

On voit facilement que si p est a support fini, p est definissable.

Lorsque nous supposerons la condition (2) verifiee (c'est-a-dire dans §3 apres le

paragraphe 3.14, et §§4, 5 et 6) nous emploierons le langage habituel en stabilite: si

t(a/M[b]) est heritier de t(a/M) on dira que a et b sont Af-independants (ou

independants au-dessus de Af). Soient Af -< N et a dans une extension elementaire

de TV: alors t(a/N) est heritier (coheritier) de t(a/M) si et seulement si pour tout

A c N, A fini t(a/M[A]) est heritier (coheritier) de t(A/M). Done, presence de

(2),p G >SXAO est heritier dep [ M si et seulement s'il en est coheritier. Dans ce cas,

on dira que p ne bifurque pas sur Af. On remarque aussi que les heritiers d'un type

a support fini en sont des coheritiers.

Nous utiliserons tres souvent sans le mentionner le lemme suivant:

1.6. Lemma. Soient a et b M-independants, et supposons que t(c/M[a, b]) est

Vheritier de t(c/M[a]). Alors b et c sont M-independants.

Demonstration. Par symetrie on voit que t(b/M[a, c]) est heritier de t(b/M[a])

et par transitivite qu'il est heritier de t(b/M). II en decoule que t(b/M[c]) est

heritier de t(b/M).
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Soit A = {ax, a2, . . ., an) un ensemble (ou une suite) de suites finies prises dans

une extension de Af. On dira que A est Af-independant si pour tout /, 1 < / < n,

t(at/M[aj; 1 < j < n, j ¥= i]) est l'heritier de t(at/M). Une utilisation repetee du

lemme precedent montre que si pour tout /', 1 < /' < n, t(ajM[aj; j < /]) ne

bifurque pas au-dessus de Af, alors l'ensemble A est Af-independant. Par definition,

un ensemble, non necessairement fini, est Af-independant si tout ses sous-ensem-

bles finis le sont.

Remarquons que si, pour tout en tier i, t(at/M)=p et que l'ensemble {a,;

i G to} est Af-independant, alors il est indiscernable au-dessus de Af. Etant donne

p G S(M), on peut done construire une suite (at; i G w) totalement indiscernable,

en exigeant, par recurrence sur / que r(a,-/'M[a.;j < i]) soit l'heritier dep. Une telle

suite sera appelee suite de Morley au-dessus de Af.

Si (Pj, i G I) est une famille de type sur Af et i -»n(i) une application de I

dans to, M[pjn(-'), i G /] designe le modele, defini a Af-isomorphisme pres,

M[aj; i e I, 1 < j < «(/)], ou t(a{/ M) = /?, pour /' G I et j G co et ou l'ensemble

{aj; i G I, 1 < j < «(/')} est Af-independant.

2. Le rang de Cantor-Bendixson.

2.1. Definition. Soit % un espace topologique. Nous definissons par induction sur

les ordinaux a les fermes D"(%) de Qb.

D0(qL) = %.

Z)a+1(%) est Vensemble des points non isoles de £>"(%).

Si 8 est un ordinal limite, Z)a(%) = D a<s Da(<^i).

Si x G Da(%), on ecrira CB(x) > a, et on dira que le rang de Cantor-Bendixson

de x est superieur ou egal a a; il sera egal a a su £ £)"(%) — £>a + 1(%). Si

x G Z)a(%) pour tout ordinal a, alors on ecrira CB(x) = co. Sinon CB(x) < co.

Nous utiliserons ces definitions au cas ou °ii est un espace de type S„(M); si a

est un element ou une suite finie dans une extension elementaire de Af, CB(a/Af)

est CB(/(a/Af)), ce rang etant pris dans l'espace S(Af) considere. Pourp G S(M),

dire que CB(p) = a veut dire quep G D"(S(M)) et qu'il existe une formule <b(x)

contenue dans/), et telle quep est le seul type de rang au moins a contenant <f>; on

dira qu'une telle formule isole/3.

2.2. Si % est un espace compact et denombrable (ou fini, mais non vide), on sait

qu'il y a des points isoles dans Gil, et de plus, pour tout a, Z)"(%) reste compact, et

de cardinality au plus N0. Par consequent si D"(Gll) n'est pas vide, D°+1(%) ^

Z>a(^l), et il existe un ordinal denombrable B tel que CB(x) < B, pour tout

x e.%.

Ceci s'applique en particulier aux espaces S„(Af), mais ceci reste vrai pour

Sn(M') si Af' est inclus dans un modele de type fini.

Dans les propositions qui suivent, a et b sont des suites finies prises dans une

extension de Af. Cependant, pour eviter d'ennuyeuses notations, nous ferons

comme s'il s'agissait d'elements.

2.3. Proposition. Supposons b G Af[a]. Alors CB(a, b/M) < CB(a/M).

Demonstration. Nous allons montrer par induction sur a que CB(a, b/M) > a

implique CB(a/Af) > a.
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Pour a = 0 et a limite, il n'y a rien a montrer. Supposons done CB(a, b/M) > a

+ 1, et soit <b(x) une formule a parametres dans Af appartenant a t(a/M). II s'agit

de montrer qu'il existe p G SX(M), contenant <b(x) different de t(a/M) et de rang

au moins a.

Nous savons qu'il existe un terme / a parametres dans Af tel que f(a) = b.

Considerons la formule <b(x0) /\ f(x0) = xx, qui appartient a t(a, b/M). Elle ap-

partient done aussi a d'autre type de rang au moins a. Soient done a' et b' tels que

«K*o) A f(x0) = x, G t(a', b'/M) ^ t(a, b/M) et CB(a', b'/M) > a.

Alors b' G Af [a] et par hypothese d'induction, CB(a'/Af) > a; il est d'autre part

evident que t(a'/M) ¥= t(a/M), car sinon t(a',f(a')/M) = t(a', b'/M) serait egal

a t(a,f(a)/M) = t(a, b/M).   ■

2.4. Proposition. CB(a, b/M) > CB(a/M) + CB(b/M[a]).

Demonstration. Nous montrerons par induction sur a que CB(b/M[a]) > a

implique CB(a, b/M) > CB(a/M) + a.

Pour a = 0 et a limite, il n'y a qu'a utiliser la definition de la somme ordinale.

On supposera done CB(b/M[a]) > a + 1; soit <K*o> *i) une formule contenue

dans t(a, b/M). Nous allons trouver un type autre que t(a, b/M) contenant cette

formule et de rang au moins CB(a/Af) + a. Nous voyons que <b(a, x) G

t(b/M[a]), et par consequent, on peut trouver un point b' tel que <p(a, x) G

t(b'/M[a]) =£ t(b/M[a]) et CB(b'/M[a]) > a. Par hypothese d'induction

CB(a, b'/M) > CB(a/M) + a, et t(a, b'/M) satisfait a nos exigences.    ■

Corollaire. CB(a, b/M) > CB(a/M) et CB(a, b/M) = CB(a/M) implique

b G M[a].

2.5. Proposition. Soit b G Af [a]; alors

(1) CB(b/M) < CB(a/M);
(2) si CB(b/M) = CB(a/M) alors M[a] = M[b].

Demonstration. (1) II est d'abord evident que CB(a, b/M) = CB(b, a/M) car

il y a un homeomorphisme de S2(M) qui envoie t(a, b/M) sur t(b, a/M). Done

par les Propositions 2.3 et 2.4: CB(a/Af) > CB(a, b/M) > CB(b/M).

(2) Si CB(a/Af) = CB(b/M), alors on a aussi CB(a, b/M) = CB(b/M) et

a G M[b].   m

3. L'ordre de Rudin-Keisler. Nous reprenons ici la definition de l'ordre R. K.

(d'apres Rudin-Keisler; l'ordre de Rudin-Keisler est un ordre sur les ultrafiltres

dont la definition suivante est une generalisation). Cet ordre a ete introduit et

etudie dans [L2].

3.1. Definition. Soient p et q deux types a un nombre"*fini de variables (non

necessairement le mime) sur un modele N. On dit que q est R. K.-superieur a p

(q > p dans cet article) sip est realise dans N[q].

Sip > q et q > p, on dira quep et q sont R. K.-equivalents et on ecrira/? ~ q.

On voit que la relation > est en realite une relation de preordre et elle induit un

ordre sur les classes d'equivalence modulo ~. Grace aux resultats de la section
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precedente, il est clair que si p > q, alors CB(/?) > CB(q). Si p et q sont compara-

bles pour l'ordre R. K., et si co > CB(p) = CB(<7), alors p ~ q. De plus, si

CB(p) < co,/? — q si et seulement si N[p] est AMsomorphe a N[q].

3.2. Definition. On dit que p G S(N) est R. K.-minimal si p n'est pas algebrique

et est minimal pour Tordre R. K.parmi les types sur N non algebriques.

On verifie sans peine que si CB(/?) < oo, /? est R. K.-minimal si et seulement si

N[p] est une extension propre de N et il n'existe pas de modele intermediaire

strictement entre N et N[p].

3.3. Les types reguliers ont ete etudies par Shelah [SI, Chapitre V). Nos

hypotheses tres fortes et la modestie de notre but nous permettent un maximum de

simplification.

Definition. Soient p G SX(N) et <b(v0) une formule a parametres dans N. On dit

que (/?, <b) est regulier si <b(x) G p et si pour tout a G N[p] — N tel que N[p] f <b(a),

on a t(a/N) = p.

3.4. Proposition. Soient p G SX(M), done de rang de Cantor-Bendixson non

infini, et <b la formule isolant p. Les deux conditions suivantes sont equivalentes;

(\)p est R. K.-minimal.

(2) (/?, <p) est regulier.

Demonstration. (1)=»(2). Soit a G M[p] - Af; alors Af[a] = M[p] et done

CB(p) = CB(a/M). Done si de plus <b(x) G t(a/M), on doit avoir t(a/M) = p et

p est regulier.

(2)=>(1). Soit b G M[p] dont le type au-dessus de Af est precisement /?, et

supposons, pour obtenir une contradiction, qu'il existe a G M[p] — M tel que

M[a] =t M[b].

On voit alors que CB(a/Af) < CB(/?), et done que/? n'est pas realise dans Af[a],

et puisque (/?, <b) est regulier, <b[M(a)] C Af; par consequent (Proposition 1.3)

t(b/M[a]) est le coheritier de t(b/M), et t(a/M[b]) est l'heritier de t(a/M). Mais

nous avons une contradiction puisque a G M[b] et a G Af.    ■

3.5. Proposition. Soient M < M', p G SX(M), /?' l'heritier de p sur M'. Suppo-

sons (/?, <j>) regulier. Alors (/?', <b) est regulier.

Demonstration. Nous savons que pour toute formule \p(x, vn), il existe une

formule d(ip)(vn), a parametres dans Af, telle que, pour toute a G Af", \f/(x, a) G p

si et seulement si Af N d(\^)(a). Puisque /?' est l'heritier de /?, on a de meme pour

toute a G Af'", xp(x, a) G /?' si et seulement si Af' f d(ip)(a).

Soient f(v0, v) un terme et <p(v0, v') une formule. Alors pour tout m et m', suites

d'elements de Af de longueur convenable, il existe w, dans Af tel que </>(/(*, rn)) G

p implique (fix, m) = mx) G p ou bien (^(x, in') <-* \p(f(x, m), in')) G /?. (Ici on

utilise le fait que (/?, <j>) est regulier.) Ceci se traduit par

Af f VtJ, v'3vx[d(<t>(f(x, u)) =*[d(f(x, v)) = vx)

\jd(ip(x,v')^xKf(x,v),v'))]].

Ces memes formules sont vraies dans Af' et ceci implique que (/?', </>) est regulier.

■
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3.6. Proposition. Soientp G S^Af), Af' > Af etp' l'heritier dep sur Af'. Sip' est

R. K.-minimal, alors p Test aussi.

Demonstration. Soient a dont le type sur Af' est/?', et b G Af[a] — Af. Pour un

certain terme/a parametres dans M, b = f(a).

D'autre part, il est clair que t((a, b)/M') est l'heritier de t((a, b)/M), et de

meme t(b/M') est l'heritier de t(b/M). Done b £ Af' et si Ton suppose que/?' est

minimal, il existe un terme g et une suite in' dans Af' tels que a = g(m', b). II en

decoule qu'une telle suite peut etre trouve dans Af et a G Af [b].    ■

On deduit de 3.4, 3.5 et 3.6:

Corollaire. Soient p G S(M), et p' son heritier sur M' >~ M; alors p est R.

K.-minimal si et seulement si p' Test.

3.7. Nous allons voir que la non R. K.-equivalence pour les types R. K.-

minimaux est une propriete tres forte.

Definition. Soient p et q deux types sur N; on dit que p et q sont orthogonaux si

p(x) u q(y) est un type complet.

La relation d'orthogonalite est clairement symetrique. On peut aussi Fexprimer

en disant que p n'a qu'une seule extension sur N[q]. Si N est de type fini, cela

revient a dire que, pour tout a, b realisant, respectivement, p et q, t(a/N[b]) est

l'heritier de t(a/N).

Par exemple, soit /? un type a support fini sur N, <f>(t;0) une formule a parametres

dans N, et supposons que </>[A/[/?]] = <p[N]. Si a realise/? et b satisfait <f> (a et b dans

une extension de N), t(b/N[a]) est le coheritier de t(b/N), done t(a/N[b]) est

l'heritier de t(a/N), et/? est orthogonal a tout type contenant </>(x).

3.8. Proposition. Soient p, q, r G S(M), r non algebrique, p > r,q > r. Alorsp et

q ne sont pas orthogonaux.

Demonstration. On peut trouver a, b, c realisant, respectivement, /?, q, r avec

c G M[a] n Af[Z?]. Done pour des termes / et g, a parametres dans Af, on a

f(a) = g(b) = c et il n'existe pas d'elements m G Af tels que f(a) = g(m). Done

t(a/M[b]) n'est pas heritier de t(a/M).    ■

3.9. Proposition. Soient p et q des types R. K.-minimaux sur M; alors p et q ne

sont pas R. K.-equivalents si et seulement s'ils sont orthogonaux.

Demonstration. Un sens est donne la Proposition 3.8. Supposons que/? et q ne

sont pas R. K.-equivalents, et que, par exemple, CB(/?) > CB(tjr). Soit \p(x) une

formule isolant q; dans M[p] — M, seuls des types sur Af dont le rang est egal a

CB(p) sont realises, done >MAf[/?]] = \p[M], et q est orthogonal a/?.   ■

3.10. Proposition. Soient p G SX(M), et p' son heritier sur M'' > Af et <Kt>0) une

formule a parametres dans M. Supposons <r>[Af[/?]] = <£[Af]. Alors <b[M'[p']] =

</>[M'].

Demonstration. Soit d un schema definissant/? et/?' comme dans la Proposition

3.5. Alors pour tout terme f(v0, v), et toute suite w de Af de longueur convenable, il
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existe mx G Af tel que <b(f(x, in)) G /? implique fix, m) = mxEp. Done

Af f VtJ3u,M<f>(/(*, v))) -> rf(/(x, (5) = o,)).

Les memes formules sont vraies dans Af' et cela montre que <b[M'[/?']] = [Af'].    ■

3.11. Proposition. Soient p et q deux types R. K.-minimaux sur M,p' et q' leurs

heritiers sur Af >- Af. Alorsp et q sont R. K.-equivalents si et seulement sip' et q' le

sont.

Demonstration. Supposons p ~ q et realisons /?' en a. Alors q est realise dans

Af [a] par b, et on voit facilement que t(b/' Af') = q'.

Reciproquement, supposons p et q orthogonaux, et par exemple, CB(/?) >

CB(<7); soit </> une formule isolant q; alors <£[Af[/?]] = <j>[M], et done <b[M'[/?']] =

<b[M'], et/?' et q' sont orthogonaux.    ■

3.12. Proposition. Soient q et /?, (pour i G /) des types a support fini sur N, R.

K.-minimaux, et i —> n(i) une application de I dans to. Alors si q est realise dans

N[pj"M; i G I], q est R.K.-equivalent a Tun des /?,.

Demonstration. On voit d'abord que

N[pW, i G 7] = IJ {N[P^; iE/]}
Jci
J fini

et qu'il suffit done de montrer la proposition lorsque I est fini. Dans ce cas, il existe

un modele M < N, de type fini, tel que q est l'heritier de q f M et chacun des /?, est

aussi heritier de/?, \ M.

Supposons que q n'est R. K.-equivalent a aucun des/?,; alors (3.11 et 3.9) q [ M

est orthogonal a chacun des />, [ M, et done q est orthogonal a chacun des /?,-. II est

alors facile de voir, par recurrence sur 2,6/ n(i) que q n'a au'une seule extension

sur Ar[/?,"w; / G /], et done n'est pas realise dans ce modele.    ■

Corollaire. S'il existe une famille infinie (/?„ / G I) de types R. K.-minimaux sur

M, deux a deux orthogonaux, alors T a 2"° modeles.

Demonstration. Rappelons que nous supposons Af finiment engendre. II suffit

done de trouver 2K° extensions de Af, deux a deux non Af-isomorphes. On peut

done prendre (Af[/?,; i G S]; S Q I}.   ■

3.13. Proposition. Soient p G 5,(Af), /?' son heritier sur M' > M, et supposons

(p, <j>) regulier. Soit q G S(M'), q=£p' et <b(x) G q; alors q et p' sont orthogonaux.

Demonstration. II existe une formule \p(x) a parametres dans Af' appartenant a

q mais pas a p'. Puisque (/?', <b) est regulier (Proposition 3.5), (<£ A '//)[^'[/'']] =

(c/> A $)[M'], et q est orthogonal a/?'.    ■

On est conduit a la definition:

Definition. Soit p G SX(N). On dit que p est regulier si p est a support fini et si

pour tout M' > N, et q G S(M') extension de p, q non egal a l'heritier /?' de p sur

Af', q et p' sont orthogonaux.
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Done

Corollaire. Si p G 5,(Af) est R. K.-minimal, il est regulier, ainsi que tous ses

heritiers.

3.14. Nous supposerons a partir de maintenant, et jusqu'a la fin de §6 que la

condition (2) de Fintroduction (c'est-a-dire l'equivalence entre les notions d'heritier

et de coheritier pour les types sur les modeles de type fini) est verifiee.

Les types reguliers se pretent bien a la definition d'une dimension. Supposons

/? G S(N), p regulier, et soient N' > N et A c N' un ensemble de points qui tous

realisent/?. Considerons la relation de V-dependance parmi les elements de A: pour

A0 c A, definissons Cl(A0) = {a G A; t(a/N[A0]) n'est pas l'heritier de/?}. Alors

(1) Cl(Cl(A0)) = Cl(A0). Soit b G C1(C1(^0)) et n le plus petit entier, suppose non

nul pour obtenir une contradiction, telle qu'il existe ax, a2, . . ., a„ G Cl(/10) avec

b G Cl(^0 u {ax, a2,..., an)). Done t(b/N[A0 u {ax, a2, . . ., a„_x}]) est l'heri-

tier de /?, alors que t(an/N[A0 u {ax, a2, . . ., #„_,}]) ne l'est pas. Puisque /? est

regulier, t(b/N[A0 u {ax, a2, . . ., a„}]) est l'heritier de /?, ce qui constitue une

contradiction.

(2) Soient ax, a2, . . . , an des elements de A, JV-independants et ft £

Cl(a,, a2, . . . , an); considerons le plus petit entier / tel que b G Cl(a„ a2, . . . , a,).

Alors par symetrie, a, G Cl(a,, a2, . . ., a,_,, b), et a,+, S Cl(a„ a2,. . ., a,_„ b)

(sinon, par (1) ai+x G Cl(a,, a2, . . . , a,)); on montre ainsi de proche en proche que

(ax, a2, . . . , a,_„ b, a,+„ . . . , an) est un ensemble AZ-independant.

(3) On a done un "principe d'echange" et il en decoule que deux sous-ensembles

de A, A/-independants, maximaux, ont meme cardinalite.

3.15. Proposition. Soient (/?,; / G I) un ensemble de types sur N, a support fini, R.

K.-minimaux et deux a deux orthogonaux, et i —* n(i) une application de I dans w.

Supposons que N' = N[p?(C>; i G I] est N-isomorphe a N[qJ"^;j E /], ou les qj sont

aussi a support fini, R. K.-minimaux, et deux a deux orthogonaux. Alors il existe une

bijection /:/—»/ telle que, pour tout i G /, /?, et q^ sont R. K.-equivalents, et

n(i) = m(fii)).

Demonstration. Fixons / G I; il existe j G / tel que/?, et qj sont R. K.-equiva-

lents (Proposition 3.12). II n'en existe qu'un seul d'apres l'orthogonalite des q.. Soit

donc/(/) ce pointy.

L'application/: I —> J ainsi definie est injective parce que les/?, sont deux a deux

orthogonaux, et surjective parce que tous les qj sont realises dans N'.

Maintenant il est clair que qjffi est realise dans N[p"<-')] done dans A/'; mais

N' = N[q^][q^;j G J,j ¥=f(i)]

et par consequent l'heritier de g^() sur Vf^-^*] n'est pas realise dans N' et m(f(i))

est la cardinalite d'un ensemble maximal independant de points de N' realisant

qAi); d'apres 3.14, n(i) < m(f(i)); pour une raison symetrique n(i) > m(f(i)), et

n(i) = m(f(i)).   M
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4. Suites regulieres.

4.1. Definition. On dit que la suite (ax, a2, . . . , a„) est reguliere sur M ou

M-reguliere, si pour tout i, 1 < i < n, t(at/M[ax, . . ., a,_.]) est R. K.-minimal.

Notre but, dans la premiere partie de cette section est de montrer que tout type

sur Af est R. K.-equivalent au type d'une suite Af-reguliere.

4.2. Proposition. Soit M' > M. Alors il existe a G Af' dont le type sur M est R.

K.-minimal.

Une autre fa§on d'exprimer ce fait est de dire que pour tout type non algebrique

sur Af, il y a un type R. K.-minimal qui lui est inferieur.

Demonstration. Soit a G Af' — Af de rang de Cantor-Bendixson minimal.

Alors pour tout b G Af[a] - Af, CB(b/M) = CB(a/M) et M[b] = Af[a].    ■

4.3. Proposition. Supposons qu'il existe un point b et un ensemble (a,; / G to)

infini, independants dans M[b] — M. Alors T a 2"° modeles denombrables.

Demonstration. Sans rien changer a leur independance, on peut remplacer

chacun des a, par n'importe quel point de Af [a,] — Af. On peut done supposer que

t(at/M) est R. K.-minimal pour tout i.

Supposons que T a moins de 2"° modeles. Alors (Corollaire a 3.12) il existe un

type p sur Af et un sous-ensemble infini / de to tel que, pour tout i G /,

t(at/M) —/?. On peut done encore supposer que t(a{/M) = p pour tout i G /.

Alors (a,; i G /} est un ensemble indiscernable.

D'autre part pour tout /' G /, il existe un terme f a parametres dans Af tel que

f(b) = Oj-, soit o une permutation de /; considerons l'ensemble de formules a

parametres dans Af' = Af[a,; i G /]: Aa = {f(x) = ao(/); / G /}. Nous avons la

des ensembles consistants mais si a ^ o', Aa u Aa, est inconsistant. On trouve done

2"° types sur Af' et done autant sur M[b], ce qui est contradictoire.   ■

4.4. Proposition. Soit M[b] une extension de M par un nombre fini d'elements.

Alors il existe une suite M-reguliere (ax, . . . , an) telle que M[b] = M[ax, . . . , a„]

dans les deux cas suivants:

(1) T est superstable.

(2) T a moins de 2*° modeles.

Demonstration. (1) Supposons d'abord T superstable: on peut construire, si une

telle suite finie n'existe pas, une suite infinie (at; i G u) dont tous les segments

initiaux sont Af-reguliers. Alors ai+x G M[b] mais aj+x & M[ax, a2, . . . , a,\, et

done t(b/M[ax, a2, . . . , ai+x]) n'est pas l'heritier de t(b/M[ax, a2, . . . , a,]), et ceci

pour tout entier / G to. Cela contredit la superstabilite de T.

(2) Dans l'autre cas, soit (a,(l), a,(2), . . ., ax(nx)), un ensemble de points de

M[b], Af-independants dont le type sur Af est R. K.-minimal, et maximal pour ces

proprietes, et posons Af, = Af [a,(l), ax(2), . . . , ax(nx)]. Soit maintenant Af2 =

Mx[a2(\), a2(2), . . . , a2(n2)], ou (a2(\), a2(2), . . . , a2(«2)) est un ensemble de points

de M[b], Af,-independants, dont le type sur Af, est R. K.-minimal, et maximal pour

ces proprietes et on definit ainsi les suites (ak( ■)) et les modeles Mk.
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Si pour un entier k, Mk = M[b], alors

(a,(l), a,(2), . . . , ax(nx), a2(\), a2(2), ..., a2(n2),

a3(l), . . . , ak(\), ak(2), ..., ak(nk))

est la suite reguliere cherchee.

Sinon Af* et ak(l) sont definis pour chaque entier k. Considerons pk G Sx(M[b])

l'heritier de t(ak(\)/Mk_x) sur M[b]. Tout d'abord/?^ est R.K.-minimal. D'autre

part, si k > k',pk etpk, sont orthogonaux sinon t(ak(l)/Mk_,) etpk, \ Mk_x, qui est

l'heritier de t(ak(l)/Mk,_x) sur Mk_x seraient R. K.-equivalents, et dans

Mk_x[ak(\)] — Mk_x, il y aurait un point c tel que t(c/Mk_x) = pk. \ Mk_x. et ceci

contredirait la maximalite de la suite (ak,(\), %(2), . . . , ak,(nk)).

Maintenant, le Corollaire a 3.12 nous affirme l'existence de 2"° modeles. ■

Dans les Propositions 4.5 et 4.6, nous supposerons les conclusions de la Proposi-

tion 4.4 verifiees. Cependant, nous pourrions les demontrer avec seulement nos

hypotheses generates au prix de quelques complications: il stiffirait de considerer

des suites regulieres infinies.

4.5. Proposition. Soit p G S(Af) un type R. K.-minimal, et supposons que p n'est

pas realise dans M' >■ M. Alors p n'a qu'une seule extension sur Af'.

Demonstration. II suffit de montrer la proposition dans le cas ou Af' est

finiment engendre au-dessus de Af; on peut done ecrire Af' = M[ax, a2, . . . , a„] ou

(ax, a2, . . . , an) est une suite Af-reguliere. Posons Af, = M[ax, a2, . . . , a,\, et

voyons par recurrence sur i quep n'a qu'une seule extension sur Af,; le cas / = 0 est

vide; traitons le cas i + 1: par hypothese de recurrence, /? n'a qu'une seule

extension/?, sur Af, qui est son heritier. Or/?, n'est pas realise dans Af,[a,+1] = Af,+„

done /?, est orthogonal a t(aj+x/Mj) (Proposition 3.9) et /), n'a qu'une seule

extension sur Af, + 1.    ■

Corollaire. Soient p, q G S(M), p R. K.-minimal. Alors p n'est pas orthogonal a

q si et seulement si p < q.

4.6. Proposition. Soient p, q G S(M),p' et q' leurs heritiers sur M' > Af. Alors p

et q sont orthogonaux si et seulement si /?' et q' le sont.

Demonstration. Supposons d'abord que/?' et q' sont orthogonaux. Soient a et b

realisant, respectivement, p et q au-dessus de Af. II s'agit de montrer que a et b sont

Af-independants. Soient ax et bx tels que t(ax, bx/M') est l'heritier de t(a, b/M).

Alors t(ax/M') = /?', t(bx/M') = q' et par consequent t(ax/M'[bx]) est l'heritier de

/?' et aussi celui dep. Done a, et bx sont Af-independants, ainsi que a et b puisque

t(a, b/M) = t(ax, bx/M).

Pour se convaincre de l'implication dans l'autre sens, il faudra lire deux fois le

raisonnement qui suit, la premiere en supposant p R. K.-minimal, la seconde en

supposant la proposition vraie lorsque l'un des types/) ou q est R. K.-minimal.

Soient done a et b realisant, respectivement,/?' et q' sur Af'. On peut trouver une

suite (bx, b2, . . . , b„) Af-reguliere telle que M[b] = M[bx, b2,. . . , b„]. II est clair
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que pour chaque i, 1 < i < n, t(a/M[bx, b2, . . . , ft,]) est l'heritier de p et n'a

qu'une seule extension sur Af[ft,, ft2, . . . , ft,+1], et done il est orthogonal a

t(bi+x/M[bx,b2, ...,ft,]).

Mais, t(bx, b2, . . . , bn/M') est l'heritier de t(bx, b2, . . . , bn/M), et en utilisant

symetrie et transitivite du forking, on voit sans peine que t(bi+x/M'[bx, b2, . . . , ft,])

est l'heritier de f(ft, + ,/Af[ft,, ft2, . . . , ft,]), et done que la suite (ft,, ft2, . . ., ft„) est

Af-reguliere. Alors t(a/M') est orthogonal a t(bx/M') (Proposition 3.11 en

premiere lecture, conclusion de la premiere lecture en seconde lecture) et de plus,

t(a/M'[bx]) qui est l'heritier de r(a/Af[ft,]) est orthogonal a r(ft2/Af [ft,]), et ainsi

de suite. Nous en deduisons que r(a/Af'[ft,, ft2, . . . , b„]) = t(a/M'[ft]) est l'heritier

dep.   m

4.7. Proposition. Soient p G S(M),p' son heritier sur M' >■ M et a realisant p';

supposons que la suite (ax, a2, . . . , a„) est M-reguliere et que Af[a„ a2, . . . , an] =

M[a]. Soient d'autre part, pour chaque i G /, <jr, G S(M'), qt a support fini et qj R.

K.-minimal et supposons les qj deux a deux orthogonaux et qj < /?' pour tout i G I.

Alors ||11| < n.

Demonstration. Raisonnons par l'absurde, et supposons ||/|| = n + 1. II existe

un modele Af", de type fini, Af -< M" < M' tel que les qt ne bifurquent pas

au-dessus de Af". Par consequent, les qt \ M" sont R. K.yninimaux et deux a deux

orthogonaux. Pour chaque i G I, il existe ft, G Af'[a] realisant q,.

Posons, pour chaque k, 1 < k < n, Mk = M[ax, a2, . . . , ak] et definissons de

meme Af^' et Mk. On doit d'abord remarquer que t(ak+x/Mk) est l'heritier de

t(ak+x/Mk), et done la suite (ax, a2, . . ., an) est reguliere au-dessus de Af' et de

Af".

Maintenant, on voit qu'il doit exister un entier k, k < n et i ¥=j G / tels que les

types de ft, et bj sur Af, ne bifurquent pas au-dessus de Af' (et de Af") mais que

leurs types au-dessus de Mk + X bifurquent au-dessus de Af. Alors t(bt/Mk) et

t(bj/Mk") sont les heritiers de <?, \ M" et qj \ M", et sont done R. K.-minimaux et

orthogonaux; mais t(ak + x/Mk) et t(bj/M'k) ne sont pas orthogonaux, et done

l(ak+i/^k) ~ l(bi/ Mk). La meme chose est vraie pour t(ak + x/Mk) et t(bj/Mk)

et on a une contradiction.    ■

5. Suites regulieres de longueur 2. Notre but dans cette section est de montrer:

5.1. Theoreme. Soient (ax, a?) une suite M-reguliere et ft, tel que t(bx/M[ax, a2])

est l'heritier de t(ax/ M). Supposons encore qu'il n'y a pas dans Af[a„ a2, ft,] de point

b2 tel que t(ax, ft,, a^ = t(bx, ax, ftj). Alors T a 2*° modeles.

Le modele Af est suppose, comme toujours, etre de type fini. On peut done

supposer qu'il s'agit du modele premier. D'autre part, une autre caracterisation du

point ft2 est donnee par les conditions:

t(ax, a2/M) = /(ft,, ft2/Af)

et

f(ft2/Af[ ax, ft, ]) ne bifurque pas au-dessus de Af[ft, ].
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5.2. Soit (ax, a2) une suite Af-reguliere. Alors nous affirmons qu'une des trois

possibilites a lieu:

Cas 1. II existe a3 G M[ax, a2] - M tel que ax et a3 sont Af-independants.

Dans ces conditions, Af[a,, a3] ¥= Af [a,], done Af[a,, a3] = M[ax, a2], et

t(a3/M[ax]) est R. K.-minimal. II en decoule (Proposition 3.6) que t(a3/M) est R.

K.-minimal.

Cas 2. Pour tout a3 G Af [a,, a2] — Af[a,], Af[a3] = Af [a„ aj.

Cas 3. II existe a3 G Af [a„ a2] — M[ax] tel que t(a3/M[ax]) est une extension

bifurquante de t(ax/M).

Supposons que nous ne nous trouvons ni dans le premier cas ni dans le second. II

existe un point a4 G Af[a„ a2] — M[ax] tel que M[a4] # M[ax, a2], et M[ax, a4] =

Af [a,, a2]. Par consequent a, E Af [a4], et Af[a4] n M[ax] est un sous-modele

propre de Af [a,], done egal a Af.

Mais ax et a4 ne sont pas Af-independants, done t(ax/M) est realise dans Af[a4]

(Proposition 3.9) par un point a3 qui remplit les conditions du troisieme cas.

5.3. Eliminons le premier cas: supposons que la suite (ax, a^ du Theoreme 5.1

satisfait aux conditions du premier cas. Dans ces conditions, on voit facilement que

{ax, a3, ft,} est un ensemble Af-independant, et par consequent t(ax,a3/M) =

t(bx, a3/M). Or a2 est de la forme f(ax, a3), et

t(bx,f(bx, a3)/M) = t(ax,f(ax, a3)/M) = t(ax, a2/Af).

Posons ft2 = /(ft,, a3). Reste a voir que r(ft2/Af[a„ ft,]) est heritier de r(ft2/Af[ft,]),

ou d'une facon equivalente que r(a,/Af[ft,, ft2]) est heritier de r(a,/Af[ft,]). Mais

Af[ft,, ft2] est inclus dans (en fait egal a) Af[ft,, o3] et nous savons done que

t(ax/M[ft,, ft2]) est l'heritier de t(ax/M).

5.4. On se place done dans les deux autres cas. Nous allons nous attacher a

trouver: soit le point ft2, soit 2"° modeles. Dans le troisieme cas, grace a un

argument analogue a celui qui precede, on voit qu'il est equivalent de trouver un

point ft3 dans M[ax, a2, ft,], independant avec ax au-dessus de Af[ft,] et tel que

t(ax, a3/M) = /(ft,, ft3/Af).

Pour faire la construction qui va suivre simultanement dans les Cas 2 et 3, nous

rebaptisons le point a2 du Cas 2 et l'appelons a3.

Posons/) = t(ax/M) et soit <b tel que (p, <b) est regulier.

5.5. Construisons une suite (c°, c2, . . ., c°, . . .) de points Af-independants qui

tous realisent/?; cette suite est done indiscernable. Puis pour chaque n > 0, nous

construisons une suite (cx, c2, . . ., c*,... ) telle que:

(1) Pour tout k > 0, t(c°, c*/M) = t(ax, a3/M).

(2) Pour tout k > 0, r(c*/Af Wm; m > 0,j > 0, (m,j) ¥= (n, k)]) est l'heritier de

t(c„k/M[c%).

Ainsi pour chaque n > 0, les suites (c*; k > 0) sont des suites de Morley

au-dessus de Af[c°; m > 0] et l'ensemble {cn*; k > 0, n > 0} est independant

au-dessus de ce meme modele.

Remarquons maintenant que t(c\°, c2, c\/M) = t(c2, c°, c\/M) = t(ax, ft,, a3).

Done t(c\/M[c°, c^) et t(c2/M[c*j, c^) sont R. K.-minimaux et de plus la non

existence du point ft3 cherche dans le paragraphe 5.4 est exactement equivalent a



358 DANIEL LASCAR

l'orthogonalite de ces deux types. Pour tout n > m, ce fait est encore equivalent a

l'orthogonalite de t(cx/M[c°, c°]) et t(cxm/M[c°, c°]) (par isomorphisme).

Nous supposerons done ces types orthogonaux, et allons construire 2"° modeles:

soit s une application de w dans w. Posons

Af, = Af[c*; n > 0, 0 < k < s(n)].

5.6. Lemme. Soient M < M', Af de type fini, et (dx, rf,1) realisant l'heritier de

t(c°, c\/M) sur M'. Soient q G S(M') et qx son heritier sur Af [dx°]. Alors qx et

t(d\/ M'[dx°\) sont orthogonaux.

Demonstration. Construisons des points d® et dx (n > 0) de telle sorte que

t((d°; n > 0)^(dx; n > 0)/Af) est l'heritier de t((c°; n > 0)^(cx; n > 0)/M). On

voit alors que pour n > m, t(dx/M[d°, d°]) et t(d^,/M[d°, d°]) sont orthogonaux,

et (Proposition 3.11) les types t(dx/M'[d°; m > 0]) (n > 0) sont deux a deux

orthogonaux.

Soit q\ l'heritier de qx sur M'[d°; m > 0]; alors si qx et t(dxx/M'[dx°]) ne sont pas

orthogonaux, il en est de meme de q\ et t(d\/M'[d°; m > 0]) (Proposition 3.11) et

aussi de q\ et t(dx/M[d°; m > 0]) (par isomorphisme). Ceci contredit la Proposi-

tion 4.7.   ■

5.7. Nous nous platoons maintenant, jusqu'au paragraphe 5.8 dans le troisieme

cas. Fixons l'application s: co -»to, et pour chaque n > 0 posons

Mn = M[c*;0 <m < n;0 <k < s(m)].

Done les Af„ forment une chaine elementaire dont la reunion est Ms.

Lemme. Soit d G Afn+, — Af„ satisfaisant <b; alors t(d/Mn) est l'heritier de p.

Demonstration. Supposons le contraire. Alors (Proposition 3.13) d et c°+, sont

independants au-dessus de Af„. D'autre part, d et la suite (c*+1; 0 < k < s(n + 1))

ne sont evidemment pas Af„-independants. Soit doncy' le plus grand entier tel que d

et (c*+1; 0 < k < j) sont Af„-independants. Alors d et c^+J ne sont pas indepen-

dants au-dessus de M„[c*+X; 0 < k < j] et done leur type au-dessus de ce modele

ne sont pas orthogonaux, pas plus que (Proposition 4.6) t(d/Mn[c°+x]) et

t(cJnX\/Mn[c°n + X\) = ;(c^+,/Afn[cn°+,]), ce qui contredit le Lemme 5.6.    ■

5.7.1. Lemma. Soient dx, d2, . . ., dk des points de Ms qui tous satisfont <j>; supposons

de plus que dx G Af„ + , — Af„, et que pour tout i, 2 < i < k, dx et dt ne sont pas

M-independants. Alors t(dx, d2, . .. , dk/M„) ne bifurquepas au-dessus de M.

Demonstration. D'abord, le lemme precedent nous montre que chacun des d{

est dans Afn + , — Af„; nous raisonnons par recurrence sur k, le cas k = 1 n'etant

autre que le lemme precedent. Traitons le cas k + 1:

Nous voyons que t(dk+x/M[dx, . . ., dk]) est une extension bifurquante de /?,

done orthogonal a /(c°/M[dx, d2, . . . , dk]) pour chaque m < n; il en decoule que

t(dk + x/M[dx, d2, . . . , dk, c°, c2, . . . , c%]) ne bifurque pas au-dessus de

M[dx, d2, . . . , dk]. D'apres le Lemme 5.6, pour chaque m etj, 0 < m < n, 0 <j <

s(n), les types de dk + x et de 07J, au-dessus de Af [dx, d2, . . ., dk, c°, c2, . . ., c%] sont
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orthogonaux, et puisque les c£ sont independants au-dessus de ce modele, on voit

sans peine que t(dk+ ,/Af„[dx, d2, . . . , dk]) est heritier de

t(dk+jM[dx,d2,...,dk]).   m

5.7.2. Lemme. Supposons Vapplication s croissante et soit (d0, dx, . . . , dk) dans Mn

telle que t(d0, dx, . . . , dk/M) = t(c°x, c\, . . . , cx /Af). Alors:

(1) k < s(n);

(2) si d0 E M[cj; 0 < i < s(J), m <j < n] alors k < s(m) et aucun des dt n'est

dans ce modele.

Demonstration. Pour montrer (1), considerons l'entier h < n tel que d0 G AfA+,

— Mh. Alors, par 5.7.1, tous les dt sont dans AfA+, — AfA, et /(t/g, . . ., dk/Mh) =

/(cA°+„ cA'+„ . . . , c^+x/Mh); done

t(d0, ..., dk/Mh) < t(c°h+x, cxh+x, ..., cH+xxyMh),

et cela implique que k < s(h + 1) < s(n) (Propositions 2.4 et 2.5).

Posons c = (cj; 0 < / < s(j), m <j < n), et pour chaque h < m,

Mh = M[c][cj; 0 < i < s(j), 0 <j < h\

Soit l<m l'entier tel que d0 G Af/+, - Af/. Appliquons le Lemme 5.7.1

auxmodeles obtenus avec l'application s' suivante: s'(l) = s(m + 1), s'(2) =

s(m + 2), . . . , s'(n - m) = s(n), s'(n - m + 1) = 5(1), . . . , s'(n) = s(m). On

voit alors que tous les dt sont Af/+, — Af/, et que t(d0,dx,...,dk/M{) ne

bifurque pas au-dessus de Af. Comme precedemment, cela entraine que k <

s(l + 1) < s(m).   ■

5.7.3. Lemme. Soient s et s' deux suites croissantes, et supposons s ^s'. Alors Ms

n'est pas isomorphe a Ms,.

Demonstration. Nous allons voir comment on peut recuperer l'application s,

supposee croissante, a partir du modele Af,.

Pour chaque entier i, considerons Af le sous-modele de Af, engendre par

U {{do, dx, . . . , dk); t(d0, dx,..., dk/M) = t(c°x, c\, ..., c^/M); k > i).

Par le lemme precedent:

Af = Af[c£; s(m) > i; 0 < j < s(m)].

Le plus grand /' tel que M' = Ms est done egal a 5(1); s(2) est le plus grand / tel

que Af = Afl(1)+1 et plus generalement s(n) est le plus grand / tel que Af =

M,(n-i)+i     m

5.8. Traitons maintenant le second cas.

Lemme. <b[Ms] = <b[M[c°; n > 0]].

Demonstration. Nous voyons d'abord que pour tout n > 0, tp[M[c°, cx]] =

<P[M[c%]], ou, ce qui revient au meme, <>[Af[a3]] = <f>[Af[a,]]; en effet, pour tout

d G M[a3] - M[ax], M[d] 5 Af[a,], done CB(d/M) > CB(ax/M), ce qui interdit

que d satisf asse </>.
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En utilisant la Proposition 3.10, nous voyons par induction sur le couple (m, k)

que

<J>[Af[cn°; n > 0][cj; 0<i<k;0<j< m]] = <b[M[c°n; n > 0]]

et notre assertion en decoule.    ■

5.8.1. Nous allons maintenant montrer, comme nous l'avons fait dans le

troisieme cas, que si s et s' sont croissantes et Af, est isomorphe a Af,- alors s = s'.

En effet, soit / un isomorphisme de Af,- sur Af,. Posons Af = Af [c°; n > 0].

Alors Af = Af[</>[Af,]] = Af[t/>[Af,-]] et / induit un automorphisme de Af. Posons

encores = t(cx/M')etq'„ = t(f(cx)/M').

Alors, chacun des qn est a support fini, R. K.-minimal, et de plus sin ¥^ n', q„ est

orthogonal a qn,; la meme chose est vraie avec les q'„. D'autre part, Af, est

isomorphe a M'[q^n); n > 0] et aussi a Af [q'„s<-n); n > 0]. Done par la Proposition

3.15, 5 et s' ont la meme image et puisqu'elles sont toutes les deux croissantes,

s = s'.

Le Theoreme 5.1 est done demontre.    ■

6. Homogeneite. Le but de cette section est d'etendre le theoreme de la section

precedente jusqu'a obtenir l'homogeneite de tout modele de type fini, qui claire-

ment implique l'homogeneite de tout modele denombrable. Nous supposerons done

que T a moins de 2"° modeles denombrables.

Convenons de noter dn la suite (a„ a2, . . . , an).

6.1. Proposition. Soit an une suite M-reguliere. Alors il existe Af > M, Af de

type fini et une suite bn telle que t(an/M') est l'heritier de t(a„/M), ft„ est une suite

M'-independante de points qui tous realisent sur Af un type R. K.-minimal (done ft„

est M'-regulier) et pour tout i, 1 < i < n, Af [a,] = Af [ft,].

Demonstration. Par recurrence sur n; pour n = 1, il n'y a rien a montrer.

Supposons n = 2; soit c un point tel que t(c/M[ax, a2]) est l'heritier de t(ax/M) et

posons Af = Af[c]. Alors (Theoreme 5.1), il existe dans Af[a„ a2] un point ft tel

que t(c, b/M) = t(ax, a2/M) et r(ft/Af[c, a,]) = t(b/M'[ax]) est l'heritier de

r(ft/Af).

Alors la suite (a,, ft) est Af-reguliere, a, et ft sont Af-independants, et M'[ax, ft]

est une extension propre de Af [a,] qui ne peut etre egale qu'a Af [a,, a2\ Nous

avons done satisfait aux exigences de la Proposition 6.1.

Supposons que la proposition vraie pour n — 1 > 2 et montrons-la pour n. Nous

avons done un modele N et une suite ft„_, A/-independante et V-reguliere telle que

t(d„_x/N) ne bifurque pas sur Af et pour tout /, 1 < i < n — 1, Ar(ft,) = A/(d,).

Clairement, on peut exiger en plus que t(an/N) soit heritier de t(an/M).

Soit c un point tel que t(c/N[an]) est heritier de t(bn_x/N). Au-dessus de

^[^.-2]' c et ^n-i sont independants et realisent le meme type. Posons N' = N(c).

Alors t(dn/N') ne bifurque pas au-dessus de Af et t(b„_x/N') ne bifurque pas

au-dessus de N.
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II en decoule par recurrence sur / (1 < i < n — 1) que N'[a\] — A/'[ftJ: en effet,

N'[aj] et N'[bj] sont deux extensions minimales de A/'[d,_,] = N'[bj_x], et leur

intersection, qui contient A/[a,] ne peut etre que A/'[a,-] et N'[bj].

Maintenant, au-dessus de N[bn_2], la suite (b„_x,an) est reguliere, et en ap-

pliquant le Theoreme 5.1, on trouve dans N[bn_2][bn_x, an, c] = N'[an] un point d

tel que t(c, d/N[bn_2]) = t(bn_x, an/N[b„_2]) et d et ft„_, sont independants

au-dessus de N[bn_2][c] = A'[ft„_2]. On voit alors que la suite bn_x^d est N'-

reguliere et que N'[dn] = N'[bn_x, d].

D'autre part, t(d/N'[b„_2]) est R. K.-minimal (parce que son heritier sur

N'[b„_x] Test). Done, la suite bn_2^d est A''-reguliere et Ton peut appliquer

l'hypothese de recurrence a cette suite, et l'on obtient ainsi un modele Af > N', de

type fini et une suite dn_x.

Remarquons que les ft,, 1 < i < n — 2, sont deja Af-independants et on peut

remplacer les premiers termes de d„_x et supposer que d„_2 = b„_2. D'autre part,

on peut placer Af de facon a ce que, non seulement t(bn_2n"d/M'), mais aussi

t(b„_ ^d/M') ne bifurquent pas au-dessus de N'.

Rebaptisons dn_x et appelons le ft„; nous montrons maintenant que la suite ft„ et

le modele Af satisfont a nos exigences: N'[bn_xr"d] = N'[an], et done t(dn/M') ne

bifurque pas au-dessus de N', et est done heritier de t(a„/M); il est deja clair que

pour tout i, M'[bj] = Af [a,] et que la suite b„ est Af-reguliere. Reste a voir qu'elle

est Af-independante. En effet, ft„_, et d sont Af[ft„_2]-independants, done

t(bn_x/M'[b„_2,d]) = t(bn_x/M'[ba_2,bn]) est l'heritier de r(ftfl_,/Af[ft„_2]) et

cela suffit puisque l'on sait deja que la suite bn_2rsbn est Af-independante.   ■

6.2. Proposition. Soient d„ etbn_x deux suites M-regulieres telles que:

(l)t(an_x/M)=t(b„_x/M).

(2) t(an/ M[an_x, ft„_,]) ne bifurque pas au-dessus de Af[a„_,].

Alors il existe un point ft„ dans M[an, b„_x] tel que

(1) t(dn/M) = /(ft„/Af).

(2) t(bn/ M[an_x, ft„_!]) ne bifurque pas au-dessus de Af[ftn_,].

Demonstration. Soit/? = t(a„/M[d„_x, ft„_,]) et q = /(ftn/Af[a„_„ ftn_,]) ou b„

est un point satisfaisant a la conclusion de la proposition. II est a remarquer que les

conditions sur ft„ determinent completement t7, et que p et q sont R. K.-minimaux.

II s'agit de montrer qu'ils sont R. K.-equivalents.

Soit Af une extension de Af, de type fini, telle qu'il existe dans Af [an] une suite

c„, reguliere et independante satisfaisant a Af[c,] = Af'[a,], pour tout / entre 1 et n,

et l'on peut aussi supposer que t(anr^bn_x/M') ne bifurque pas au-dessus de Af.

Au lieu de montrer que p et q sont equivalents, nous montrerons que /?' et q', leurs

heritiers sur Af, sont R. K.-equivalents (Proposition 3.11). Remarquons que

t(an/M'[an_x,bn_x])=p'.

Soit b'n tel que t(b'n/M'[an_x, /?„_,]) = q', c'est-a-dire tel que t(bn_x^b'„/M') =

t(an/M') et que t(b'n/M'[an_x, bn_x]) ne bifurque pas au-dessus de Af [ft„_,].

Maintenant, on voit que t(bn_x/M'[an]) ne bifurque pas au-dessus de Af[an_,]

et   que   Af[aJ = Af[a„_,][c„];   done   t(cjM'[d„_x, ft~_,])   est   l'heritier   de
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t(cn/M'[«„_,]), et done aussi de t(cn/M'); par consequent, t(an_x/M'[cn]) =

t(bn_x/M'[c„]). D'autre part,

t(an/M'[an_x])~t(cJM'[an_x])

et par isomorphisme

t(b'jM'[bn_x})~t(cn/M'[bn_x}).

En considerant les heritiers de ces quatre types, nous obtenons

/?' = t(an/M'[a„_„ ft„_,]) ~ /(c„/Af [d„_„ ft„_,])

~t(b'n/M'[dn_x,bn_x]) = q'.    U

6.3. Proposition. Soient an et b„_x deux suites M-regulieres telles que t(a„_x/M)

= t(b„-i/M). Alors il existe bn G Af [an, ft„_,] tel que t(bn/M) = t(an/M).

Demonstration. La demonstration se fait par recurrence sur n; traitons d'abord

deux cas particuliers:

6.3.1. Supposons r(ft,/Af[dJ) ne bifurque pas au-dessus de Af: on utilise alors la

proposition precedente et on construit par recurrence sur i < n des points ft,' dans

Af [ft,, dj] (ft', = ft,) telle que t(b~;/M) = t(dj/M).

Mais (ft2, . . ., b'„_x) et (b2, . . ., b„_x) ont meme type au-dessus de Af[ft,], et par

hypothese de recurrence, il existe dans Af[ft„_„ b'n] C Af[ft„_,, an] un point ftn tel

que t(b„/M) = /(ft;/Af).

6.3.2. On supposera maintenant que Af[a„, ft„_,] = M[an_x, ft,] = Af.

Introduisons un point c, dont le type sur Af est l'heritier de t(ax/M) (et est done

R. K.-minimal).

Lemme. // existe dans Af [c,] le point b„ desire.

Demonstration. Comme precedemment, on construit une suite c„ dans

Af[c,, an] tel que t(cn/M) = t(dn/M); on peut aussi construire une suite dn_x, avec

dx = cx, dans Af[c,, ft„_,] tel que t(dn_x/M) = t(b„_x/M), et on peut le faire de

telle sorte que pour tout /, 1 < i < n — 1, t(dt/M[dt_x, ft,_,]) ne bifurque pas

au-dessus de Af[t/,_,]; alors ft, et dn_x sont Af-independants. Par hypothese de

recurrence, il existe d„ G. M[dn_x, c~n] tel que t(dn/M) = t(cn/Af). Nous dis-

tinguons deux cas:

(1) dn et ft, sont independants au-dessus de M[dn_x]; dans ce cas t(bx/M[dn]) ne

bifurque pas au-dessus de Af, et on peut appliquer 6.3.1.

(2) d„ et ft, ne sont pas independants au-dessus de Af[J„_,]; dans ce cas

t(dn/M[dn_x]) et /(ft,/Af[J„_,]), qui sont R. K.-minimaux, sont R. K.-equivalents

et par consequent, on pouvait choisir dn dans Af[ft„ dn_x]. Mais remarquons que

t(bx^dn_x/M) = t(dxr'bn_x/M). Done le point ft„ desire peut etre trouve dans

M[dx, ft„_,] et nous avons done termine la demonstration du lemme.

Supposons done que le point ft„ ne soit pas dans Af. Alors t(bn/M') < t(cx/M'),

done ces deux types sont R. K.-minimaux et R. K.-equivalents. D'autre part, on

peut supposer que t(bn/M') ne bifurque pas au-dessus de Af[ft„_,]: sinon

r(ftn/Af[ft„_,]), qui est R. K.-minimal, serait realise sans Af (Proposition 4.5) et
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l'on n'aurait plus rien a faire. Par consequent, t(bn/M[bn_x]) et f(c,/Af[ft„_,]) sont

R. K.-minimaux et R. K.-equivalents, et /(ft„/Af[ft„_,]) est orthogonal a toute

extension bifurquante de r(c,/Af) = t(ax/M) sur Af[ft„_,] (Proposition 3.13); par

isomorphisme, t(an/M[an_x]) est orthogonal a toute extension bifurquante de

/(ft,/Af)surAf[a„_,].

Utilisons maintenant l'hypothese que an G Af[a„_,, ft,]: on voit que

f(ft,/Af[an_,]) doit etre l'heritier de t(bx/M). On peut alors utiliser la Proposition

6.2 et construire dans Af une suite b'„_x avec ft', = ft, telle que t(b'n_x/M) =

t(a„_x/M) et t(ax/M[b'„_x]) est heritier de t(ax/M).

Or, il existe dans Af un point b'n tel que t(b'„/M) = t(a„/M): en effet, le type

d'un tel point sur Af[ft^_,] est R. K.-equivalent a t(ax/M[b'„_x]) (par isomor-

phisme, puisque f(ft„/Af[ft„_,]) ~ /(c,/Af[ft„_,])).

Maintenant, il nous suffit d'apphquer l'hypothese de recurrence au-dessus de

Af[ft,] avec les suites (ft2, ft3, . . . , b'n) et (b2, ft3, . . ., ft„_,).

6.3.3. Fin de la demonstration de la Proposition 6.3: par hypothese de recur-

rence, on peut construire dans M[dn_x, ft,] une suite b'n_x, avec ft', = ft,, telle que

t(b'„_x/M) = t(a„_x/M) = t(bn_x/M). Distinguons deux cas:

(1) Le type t(an/M[a„_x]) n'est pas realise dans Af[d„_„ft,]. Dans ce cas,

t(an/M[dn_x, ft,]) ne bifurque pas au-dessus de Af[d„_,]. On peut alors appliquer la

Proposition 6.2 pour trouver dans M[an, ft,] C Af un point b'„ tel que t(b'n/M) =

t(dn/M).

(2) II y a dans M[a„_x, ft,] un point a'n tel que t(a'„/M[a„_x]) = r(a„/Af[a„_,]).

On peut alors appliquer 6.3.2, et on trouve b'n G Af[d„_„ ft,] tel que t(b'n/M) =

t(dn/M).

Dans un cas comme dans l'autre, il suffit d'apphquer l'hypothese de recurrence

au-dessus de Af [ft,].    ■

6.4. En corollaire, nous obtenons done le theoreme convoite.

Theoreme. Si T a des fonctions de Skolem et satisfait aux conditions (1) et (2) de

I'introduction, alors tout les modeles denombrables de T sont homogenes ou bien T a

2K° modeles denombrables.

7. Commutativite du produit de type.

7.1. Nous supposerons dans cette section que T a moins de 2"° modeles

denombrables et que, de plus, tout type au-dessus de tout modele de type fini est

definissable (condition (1) de l'introduction); notre but est de demontrer la condi-

tion (2), c'est-a-dire:

(2) Pout tout Af, a et ft dans une extension de Af, si r(a/Af[ft]) est l'heritier de

t(a/M), alors r(ft/Af[a]) est l'heritier de t(b/M).

Tout d'abord:

Proposition. La condition (2) est verifiee lorsque t(a/M) et t(b/M) sont R.

K.-minimaux et non R. K.-equivalents.

Cela decoule immediatement de la Proposition 3.8.
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7.2. Proposition. Supposons que p = t(ax/M) est R. K.-minimal, et que

t(a2/M[ax]) est l'heritier de p. Alors t(ax, a2/M) = t(a2, ax/M).

Demonstration. Nous allons supposer le contraire et construire 2*° modeles

denombrables. Soit done <Kx,, x2) une formule a coefficients dans Af telle que

H"\> ad A -i <Ka2> ai)-
Posons Af, = Af [a,], Af2 = Af,[a2], et construisons par induction sur n > 2 un

point an et un modele Af„ tel que t(an/Mn_x) est l'heritier de/? et Af„ = Af„_,[an].

En utilisant le schema definissantp, on voit facilement que la suite (an; n G ca) est

indiscernable au-dessus de Af.

Soit d'autre part <£ une formule isolant /?; par la Proposition 3.4, (/?, <b) est

regulier, et (Proposition 3.5) si ft G Afn — Af„_, et Af t=<J>(ft), alors t(b/Mn_x) =

t(an/Mn_x).

Soit maintenant (I, <) un ensemble ordonne denombrable. On peut construire

une suite (ft,; / G I), indiscernable au-dessus de Af et telle que si i(\) < i(2)

< • ■ • < i(n) appartiennent a I, /(ft,(1), ft,(2), . . . , ft,(n)/Af) - t(ax, a2, . . ., a„/M).

Pour / C I, nous noterons Af [/] = Af [ft,; / E /]; / c, I signifiera que / est un

segment initial de /.

7.2.1. Lemme. Soit J C, I et a G ^Af^]] - Af[/]. Alors t(a/M[J]) est l'heritier

de p.

Demonstration. De la definition des suites (an; n G to) et (ft,; i G I) il est clair

que, pour tout i G I, t(bj/M[b/, j < /]) est l'heritier de p. Si a G Af[7] - Af[/],

il existe une suite d'elements de /, /(l) < i(2) < • • • < i(n), tous superieurs

a / telle que a G Af[/ u {/(l), '(2), • • • , i(n)}] et l'on peut exiger que a E

M[J U {/(l), i(2), ...,/(«- 1)}] = Af. Or (r(ft,(n)/Af), <f>) est regulier done

t(a/M') est heritier dep, de meme que r(a/Af[/]).    ■

7.2.2. Lemme. Soient J C, I, a G Af[7] - Af[/], a' G Af[/] - Af, a et a'

verifiant <j>. Alors M[I] t= -i«Ka> a')-

Demonstration. Nous avons deja vu que t(a'/M) = p = t(bj/M) ou j est

n'importe quel element de /. Aussi, r(a/Af[7]) = /(ft,/Af[/]) ou i est n'importe

quel element de I — J (done i >j). Alors

t(a, a'/M) = /(ft,, ft,/Af) = t(a2, ax/M)

et la conclusion en decoule.

7.2.3. Lemme. Soit Af -< Af [/]. Les deux conditions suivantes sont equivalentes:

(i) II existe J C, I tel que Af [/] = Af.

(ii) Af = Af [f>[Af']] et pour tout a G Af [I], si a' G Af - Af et M[I] f <fta) A

<b(a') A *P(a> a'\ al°rs a G Af'•
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Demonstration. Le fait que (i) implique (ii) decoule immediatement du Lemme

7.2.2. Supposons done que (ii) est vrai. Soit / = {/; ft(/) E Af}. Nous savons que si

/ <j, M[I] f xp(bj, bj), done, d'apres (ii), / est un segment initial de /.

Montrons maintenant que Af = Af[/]. II est d'abord clair que Af [J] c Af.

Supposons par l'absurde que Af[/] ¥= Af. II y a done dans Af un element a qui

n'est pas dans Af [/], et satisfaisant <S> (parce que Af = M[<b[M']]). II y a done une

suite /(l) < i(2) < ■ ■ ■ < i(n) d'elements de I — J, telle que a E

Af[/ u {/(l), i(2), ..., i(n)}] mais a E Af [/ u {i(l), i(2), ...,/(«- 1)}] = Af".

On voit alors que t(a/M") = /(ft,(n)/Af") et que pour k = 1,2, . . . , n — 1, M[I] f

i//(ft,w, a) et done ft,(1), ft,(2), . . . , ft,(„_ ,} sont dans Af; autrement dit n = 1.

Alors ft,(n) et a ont le meme type au-dessus de Af [/], et ce type est R. K.-minimal.

On a a E Af [/][ft/(n)] done ft,(n) E Af [J][a] C Af et i(ri) E /, contradiction.   ■

7.2.4. Soit I, la completion de I, l'ensemble {/; / c, /} ordonne par inclusion.

Le lemme precedent nous montre que I est isomorphe a l'ensemble des sous-

modeles de Af [I] verifiant (ii). Par consequent, si Af [/] est isomorphe a Af [/], alors

I est isomorphe a /. Le fait qu'il existe 2"° ordres totaux denombrables ayant des

completions deux a deux non isomorphes fait partie du folklore mathematique et

termine la preuve de la Proposition 7.2.    ■

7.3. Corollaire. La condition (2) est verifiee si t(a/M) et /(ft/Af) sont tous deux

R. K.-minimaux.

Demonstration. La seul cas qui reste a considerer apres 7.1, est le cas ou

t(a/M) est R. K.-equivalent a /(ft/Af). II existe alors dans Af[ft] un point c tel que

t(a/M) = t(c/M) et /(a/Af[c]) = /(a/Af[ft]) est heritier de t(a/M). Done

(Proposition 7.2), z(a/Af[ft]) = /(a/Af[c]) est coheritier de t(a/M) et t(b/M[a])

est heritier de/(ft/Af).    ■

7.4. Nous pouvons maintenant, a l'aide du Corollaire 7.3, reprendre la demon-

stration de la Proposition 4.4: tout type sur Af est R. K.-equivalent au type d'une

suite Af-reguliere.

Proposition. La condition (2) est vraie en general.

Demonstration. La encore, il faudra lire la preuve deux fois: la premiere fois en

supposant que /(ft/ M) est R. K.-mimmal, la seconde en supposant la proposition

vraie lorsque l'un des deux types est R. K.-minimal.

Soit (ax, a2, . . . , an) une suite Af-reguliere telle que Af[a] = M[ax, a2, . . . , a„],

et posons pour 1 < i < n, Af, = M[ax, a2, . . ., a,\. On remarque que /(ft/Af[a]) est

coheritier de /(ft/Af), done de /(ft/Af,), et par consequent Z(a/Af,[ft]) est heritier de

t(a/Mj), et t(ai+x/Mj[b]) est heritier de /(a,+ ,/Af,.).

Par les proprietes de commutativite que nous connaissons deja, nous voyons que

/(ft/Af,[a,+,]) = t(b/Mi+x) et l'heritier de /(ft/Af), et on conclut que /(ft/Af[a])

est heritier de /(ft/Af).   ■
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