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DIMENSION DE HAUSDORFF DES ENSEMBLES DE ZEROS 
ET D'INTERPOLATION POUR ACXl(D) 

JACQUES CHAUMAT ET ANNE MARIE CHOLLET 

RESUME. Soit D un domaine borne strictement pseudoconvexe dans en a 
frontiere n§guliere aD et soit Aoo(D) la classe des fonctions holomorphes dans 
D, indefiniment derivables dans 15. 

Un sous-ensemble compact E de aD est un ensemble de zeros pour Aoo(D) 
s'il existe une fonction de A"" (D) s'annulant seulement sur E. C'est un en-
semble d'interpolation d'ordre infini pour Aoo(D) si, pour toute fonction f de 
classe Coo dans en telle que af soit plate sur E, il existe une fonction F de 
Aoo(D) telle que F - f soit plate sur E. 

On construit ici des ensembles de dimension de Hausdorff n. Ce resultat 
est Ie meilleur possible dans Ie cas d'ensembles totalement reels. 

Le point de vue utilise pour montrer qu'un sous-ensemble E de aD est 
d'interpolation d'ordre infini pour Aoo(D) est de verifier qu'il a la propriete de 
division par Aoo(D), c'est-a-dire, que, pour toute famille de fonctions (/;)iEN 
de COOeD), plates sur E, il existe une fonction F de Aoo(D), plate sur E et 
nuile seulement sur E et une famille de fonctions (ki)iEN de COOeD), plates 
sur E, telles que l'on ait, pour tout i dans N, /; = Fki . 

Soit D un domaine borne strictement pseudoconvexe dans en it [ronW~re 
reguliere aD et soit ACXl(D) la classe des [onctions holomorphes dans D, indefiniment 
derivables dans D. 

Un sous-ensemble compact E de aD est un ensemble de zeros pour ACXl(D) 
s'il existe une [onction de ACXl(D) s'annulant seulement sur E. C'est un ensemble 
d'interpolation d'ordre infini pour ACXl(D) si, pour toute [onction 1 de classe CCXl 
dans en telle que 81 soit plate sur E, il existe une [onction F de ACXl(D) telle que 
F - 1 soit plate sur E. 

La motivation essentielle de cette etude a ete la recherche d'ensembles de zeros et 
d'interpolation d'ordre infini pour ACXl(D) de dimension de Hausdorffla plus grande 
possible. On construit ici des ensembles de dimension de Hausdorff n (Theoreme 
25). Ce resultat est Ie meilleur possible dans Ie cas d'ensembles totalement reels. 
En effet, on sait [5, 6, 11] qu'un sous-ensemble compact d'une sous-variete V de 
aD, totalement reelle, de dimension n, qui est un ensemble de zeros ou un ensemble 
d'interpolation pour ACXl(D) est de mesure n-dimensionnelle nulle dans V. Dans Ie 
cas de la boule unite de en, on construit tres simplement des ensembles de zeros 
pour ACXl(D) de dimension de Hausdorff n (Chapitre III de [8]). On ignore s'il 
existe des ensembles de zeros pour ACXl(D) de dimension de Hausdorff superieure it 
n alors que, dans Ie cas de A(D), B. S. Henriksen a prouve que leur dimension de 
Hausdorff peut atteindre 2n - 1 [9]. 
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Cet article est divise en quatre parties. On y fait largement usage d'un theoreme 
de Darboux [1, 12] qui assure, pour tout ouvert w de aD suffisamment petit, 
l'existence d'une fibration de w par des sous-varietes N, de dimension reelle n - 1, 
integrales de la structure de contact sur aD, lorsque ~ parcourt un ouvert Q de 
Rn. On sait [4] que, etant donne un sous-ensemble ferme E d'une sous-variete 
N integrale de la structure de contact sur aD, il existe une fonction de A=(D) 
"support" de E, c'est-a-dire, nulle sur E et de partie reelle strictement positive 
dans D\E. Dans une premiere partie, on raffine cette construction. Etant donne 
un compact E de w, on etablit l'existence d'une famille C= de fonctions H, telle 
que, pour chaque ~ de Q, H, soit une fonction support du sous-ensemble En 
N,. Dans une deuxieme et une troisieme partie on utilise diverses proprietes de 
recouvrement dans l'ensemble Q des parametres pour "empiler" les sous-ensembles 
compacts En N, afin que l'ensemble E soit un ensemble de zeros (Theoreme 10) 
ou un ensemble d'interpolation d'ordre infini (Theoreme 18) pour A=(D). Des 
methodes "d'empilement" analogues ont ete utilisees dans [8, 9 et 14]. Dans eette 
etude, les Propositions 9 et 17 qui s'inspirent de travaux anterieurs des auteurs 
[6, 7] jouent un role essentiel. Dans la troisieme partie, pour montrer qu'un sous-
ensemble E de aD est d'interpolation d'ordre infini pour A=(D), on verifie qu'il a la 
propriete de division par A=(D), c'est-a-dire, que, pour toute famille de fonctions 
(!i)iEN de C=(D), plates sur E, il existe une fonction F de A=(D), plate sur E et 
nulle seulement sur E et une famille de fonctions (ki)iEN de C=(D), plates sur E, 
telles que l'on ait, pour tout i dans N, Ii = Fki. Ce point de vue a deja ete utilise 
dans [3 et 7]. La derniere partie est consacree a l'interpretation des Theoremes 10 
et 18 en termes de dimension de Hausdorff. 

1. Soit D un domaine borne strictement pseudoconvexe dans en, n > 1, a 
frontiere aD de classe C=. D est done defini par la donnee d'une fonction r de 
classe C= dans un voisinage de D, l'adherence de D, telle que 

(1.1) D={ZEen,r(z)<O} 
(1.2) grad r ::j:. 0 sur aD, 

(1.3) rest strictement plurisousharmonique dans un voisinage de aD. 

Soit Z un point de en, on designe par J la structure presque complexe de Tz (en), 
l'espace tangent en z a en, considere comme espace veetoriel sur R. Soit M une 
sous-variete de en et TAM) son espace tangent en Z; M est dite totalement reelle 
si, en tout point z de M, on a TAM) n JTz(M) = {O}. 

On note T~(aD) l'espace tangent complexe en z a aD; c'est, par definition, Ie 
sous-espace complexe maximal de Tz(aD), l'espace tangent en z a aD. On a donc 
dime T~(aD) = n - 1. Si on designe par v(z) Ie vecteur unitaire de la normale en 
z a aD oriente vers l'exterieur, on a alors la decomposition orthogonale complexe 

Si l'on considere la forme differentielle definie sur aD par 

(1.4) (Jv(z), V), z E aD, V E TAaD), 

OU ( , ) designe Ie produit sealaire euclidien dans R 2n, on deduit [12] de la stricte 
pseudoconvexite de D que cette forme est de rang maximum et donc qu'elle definit 
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une structure de contact sur aD. D'apres un theoreme de Darboux [1], on sait 
qu'en tout point p de aD il existe un systeme de coordonnees locales reelles h1 = 
(Xl"'" Xn-1, Yl,···, Yn-l, t) defini dans un voisinage W1 de p sur aD, tel que, en 
termes de ces coordonnees, la forme differentielle (1.4) s'ecrive 

n-1 
(1.5) dt - L: XidYi. 

i=l 

Le noyau de cette forme differentielle en chaque point z de aD n'est autre que 
T~(aD). Les champs de vecteurs (a/aXi), i = 1, ... , n - 1, et (a/ay; + Xia/at), 
i = 1, ... , n - 1, engendrent TC(aD). 

Pour tout point p de aD, h = (h1' r) constitue un systeme de coordonnees locales 
dans un voisinage w de p dans C n . Quitte a reduire w, a translater et a dilater h 
on peut supposer de plus h(w) =J - 1, 1[2n, h(p) = O. 

Pour tout point p de aD, on dit alors que (w, h) est une carte de Darboux au 
voisin age de p dans C n . 

On convient de noter X = (Xi), i = 1, ... ,n - 1, <,' = (Yi, t), i = 1, ... ,n - 1, et 
Z la projection de R2n sur Rn definie par Z(x, <,', r) = <,'. 

On dit d'une sous-variete N de aD dont l'espace tangent est situe en chaque 
point dans TC(aD) qu'elle est integrale de la structure de contact sur aD. 

On note, pour tout couple (z, w) de C n x Cn , Iz - wlla distance euclidienne de 
z a wet, si E est sous-ensemble de C n , pour tout z de C n 

d(z, E) = inf Iz - wi. 
wEE 

On dit qu'une fonction de classe Coo est plate sur un ensemble E si elle s'annule 
ainsi que toutes ses derivees sur E. 

De meme, on dit qu'une forme differentielle de classe Coo est plate sur E si ses 
coefficients sont plats sur E. 

Pour tout sous-ensemble E compact de RN et pour tout € > 0 on designe par 
Ne(E) Ie nombre minimal de boules euclidiennes de rayon € dont la reunion recouvre 
E. On sait que l'on peut recouvrir E par des boules de rayon € dont les centres 
sont situes sur E, a des distances mutuelles superieures ou egales a € et dont Ie 
nombre note Ne(E) est equivalent a Ne(E). On dira que ces boules forment un 
€-recouvrement de E. Pour des references complement aires sur cette question, on 
pourra consulter [6, AppendiceJ. L'espace de nature homogene considere ici sera 
exclusivement R N, muni de la distance euclidienne et de la mesure de Lebesgue. 

2. NOTATIONS. Pour simplifier la redaction, on ecrira "pour tout z dans E, 
a(z) :::::! b(z)" ou encore "pour tout z dans E, a(z) est equivalent a b(z)" pour 
exprimer qu'il existe des constantes c et C, strictement positives, telles que pour 
tout z dans E, ca(z) :::; b(z) :::; Ca(z). De meme, la proposition "pour tout z dans 
E, a(z) « b(z)" signifiera qu'il existe une constante C > 0 telle que, pour tout z 
dans E, a(z) :::; Cb(z). Plus generalement, on pourra ecrire "a(z) « b(z) + 0(1)" 
lorsqu'il existera des constantes C et C', strictement positives, telles que, pour tout 
z dans E, on ait a(z) :::; Cb(z) + C'. 

Construction d'une famille de fonctions-supports. Etant donne un sous-
ensemble compact E de aD on dit qu'une fonction f de AOO(D) est une fonction-
support de E si f s'annule sur E et si sa partie reelle est strictement positive dans 
D\E. 
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3. LEMME. Soit K un compact RN. Soit f une fonction bornee de classe Coo 
dans RN, nulle seulement sur K, plate sur K et positive dans RN\K. Alors, il 
existe une fonction s de classe Coo dans RN verifiant les proprretes suivantes: 

(3.1) S-l(O) = K, 
(3.2) 0:::; s :::; 1 sur R N , 

(3.3) Pour tout multi-indice a = (ai, a2, ... , aN) de longueur lal 
a1 + a2 + ... + aN 

(3.4) Pour tout x de RN et tout multi-indice a de longueur laIIDQs(x)12 :::; 
C(lal)s(x). 

(3.5) Pour tout (p, x) E N X RN f(x) :::; C(p)s(x)P. On dira que s 
"majore" f. 

PREUVE. Elle s'inspire de celle du Lemme V.24 de [13]. 
A tout entier r > 0, on peut associer un entier /-L(r) strictement positif tel que 

l'on ait 

(3.6) f(x):::; d(x, Ky2, pour tout x de RNverifiant d(x,K):::; rJ.!(r). 

On peut supposer la suite /-L(r) strictement croissante et tendant vers +00. On 
note rIa fonction definie sur RN\K par 

1 
r(x) = rlogd(x,K) si 2-J.!(r+1) < d(x,K):::; 2-J.!(r), 

r(x) = 1 si 2-1'(0) < d(x, K). 

Pour chaque entier k, on note (~j,k)' j = 1, ... , Nk, les centres des houles d'un 
2-k-recouvrement de K. Puisque les houles sont supposees centrees sur K, tout 
point verifiant d(x, K) :::; 2-k est inclus dans au moins une houle de centre ~j,k et 
de rayon 3· 2-k et dans au plus M houles de centre ~j,k et de rayon 4· 2-k. (M 
est une constante ne dependant que de la dimension N de R N .) 

Soit X une fonction de classe Coo dans R N, positive, a support dans la houle de 
centre 0 et de rayon 4, verifiant X(x) = 1 pour Ixl :::; 3. 

Soit (Ak)kEN une suite d'entiers croissante tendant vers +00 verifiant 
(3.7) 
(3.8) 
(3.9) 

Ak :::; r, si /-L(r) :::; k < /-L(r + 1), 
Ak+2 :::; 2Ak, pour tout k, 
Ak :::; k, pour tout k. 

Soit a la fonction definie sur R N par 
00 Nk 

(3.10) a(x) = L Ak LX[2k(x - ~),k)]' 
k=O )=1 

C'est une fonction de classe Coo dans RN\K. 
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Soit X un point de RN\K tel que d(x, K) < 1/4. 11 existe un entier kx tel que 
l'on ait 

(3.11) 

Pour chaque k, k:::; kx, il existe ~j(x),k tel que l'on ait X[2k(x - ~j(x),d] = 1. On 
a done 

kx 
O'(x) 2: L Ak 2: A[kx/2J kx/2. 

k=O 
lei [kx/2] designe la partie enW~re de kx/2. On deduit de la, en utilisant (3.11), 
qu'il existe une fonction w(t) positive tendant vers +00 quand t tend vers 0, telle 
que l'on ait 

(3.12) 1 
u(x) 2: w[d(x, K)]log d(x, K)' 

Pour tout k, k 2: kx + 2 et pour tout j, j = 1, ... ,Nk, on a X[2k(x - ~j,d] = O. 
On a done, d'apres (3.8) 

kx+2 
u(x) :::; M L Ak :::; M(kx + 3)Akx+2 :::; 2M(kx + 3)Akx 

k=O 
et de la, en utilisant (3.7) et (3.11) 

(3.13) O'(x) :::; 8M,(x). 

On a, pour tout multi-indice a, 
00 Nk 

DaO'(x) = L Ak L Da X[2k(x - ~j,k)] 
k=O j=1 

et done 
kx+2 

IDaO'(x)1 :::; C(lal)M L Ad2k)lal 
k=O 

:::; C(laI)M(kx + 3) 2Akx (2kx+2)la l. 
De la, en utilisant (3.9) et (3.11), on obtient 

(3.14) IDau(x)1 :::; C(lal)[d(x, K)r(la l+1). 

On considere la fonction s = exp -0'. Elle est de classe Coo dans RN\K. On a, 
d'apres (3.12) et (3.14), 

IDa s(x)12 :::; C(lal)[d(x, K)]-4 Ia l exp[-20'(x)] 
:::; C(lal) exp[-O'(x)]. 

Ceci prouve que s admet un prolongement Coo a RN verifiant les proprietes (3.1) 
a (3.4). 

Pour etablir (3.5), on remarque que pour tout p entier et tout x de RN verifiant 
2-J.l(r+1) < d(x, K) :::; 2-J.l(r) on a, d'apres (3.6) et (3.13) 

f(x)[s(x)]-P = f(x) exp[-pO'(x)] :::; d(x, Ky2 exp[-8Mp,(x)] 
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donc 
f(x)[s(x)l-P ~ d(x, Ky2-8Mpr 

Lorsque X tend vers K, la limite de f(x)[s(x)l-P est nulle; il existe donc une con-
stante Cp > ° telle que 1'on ait 

f(x)[s(x)rp ~ C(p). 

Ceci acheve la preuve du Lemme 3. 
4. Soit p un point de aD, (w, h) une carte de Darbouxauvoisinage de p dans 

en; on note, pour tout <; de l- 1, l[n, 

( 4.1) 

On verifie que N, est une sous-variete de aD integrale de la structure de contact 
sur aD. Soit z un point de w, on note, pour tout <; de l- 1, l[n 

(4.2) n,(z) = (x(z),<;,O) 

et 

(4.3) 

5. LEMME. Soit p un point de aD, (w, h) une carte de Darboux au voisinage 
de p dans en et K un compact de R2n-l X {a} inclus dans h(w) =l- 1, 1[2n. Soit 
f une fonction de classe Coo dans R 2n, nulle seulement sur K, plate sur K et 
positive dans R 2n \ K et s une fonction de classe Coo dans R 2n, plate sur K et 
"majorant" f dont l'existence est assuree par le Lemme 3. 

Soit a un reel verifiant 0< a < 1 et K cl-a, a[2n-l x{O}. Il existe une fonction 
H(<;; z) holmorphe enz dans D de classe Coo dans [-a, al n x D telle que l'on ait, 
pour tout <; de [-a,al n, 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

H(<;; z) = s(x(z), <;, 0) si z appartient Ii N, n w, 

H(<;; z) = ° si et seulement si z appartient Ii N, n h-l(K), 

ReH(<;,z) ~ 0, pour tout z de D, 

ReH(<;,z);::;:; -r(z) +d(z,N,)2 +s(x(z),<;,O) 
;::;:; -r(z) + I<;(z) - <;12 + s(x(z),<;,O) 

pout tout z de w n D, 
(5.5) IH(<;,z)l;::;:; ReH(<;,z) + I(JlI(P,(z)),P,(z) - z)1 

n-l 

;::;:; ReH(<;, z) + It - t(z) - L Xi (Z)(Yi - Yi(z))1 
i=l 

pour tout z de w n D. 

PREUVE. Soit a un reel, 0 < a < 1, tel que K soit inclus dans l- a,a[2nx{O}. 
On note 

0(<;, a, c) = h-l[{(x, <;', r); x El- a, a[n, 1<; - <;'1 < c, Irl < c}l. 
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Pour tout <; de [-a, a]n, on applique la Proposition 24 de [4] ala sous-variete N,. 
On peut verifier alors qu'il existe des constantes C1 et £1 strictement positives et 
independantes de <; et de z telles que, si on note O~ = 0(<;, a, Ed, on ait, pour tout 
<; de [-a,a]n, une fonction F(<;,z) de classe Coo dans {(<;,z);<; E [-a,a]n,z E OD 
verifiant 

(5.6) F(<;, z) = 0 si z appartient aN, n O~, 
(5.7) 8z F = 0 a l'ordre infini si z appartient aN, n O~, 
(5.8) Re F(<;, z) :2:: cdd(z, N,)2 - r(z)]' pour tout z de O~ n D, 

(5.9) grad Re F(<;; z) = -v(z) si z appartient aN, no:. 
On considere maintenant, pour tout <; de [-a,a]n, la restriction de so h-1 a 

N,. On verifie, en suivant les idees de la preuve de la Proposition 31 de [4] que 
cette fonction admet, pour tout <; de [-a,a]n, une extension S(<;;z) de classe Coo 
dans {(<;, z); <; E [-a, a]n, z E w} qui satisfait aux conditions suivantes: il existe des 
constantes, £2, C, C' et c2 strictement positives, independantes de <; et de z, telles 
que l'on ait, pour tout <; de [-a, a]n, 

(5.10) S(<;, z) = so h-1(z) si z appartient aN, no;, 
(5.11) 8z S = 0 a l'ordre infini sur N, n O~, 
(5.12) Re S(<;, z) :2:: s(x(z), <;, 0) - C2d(Z, N,)2, pour tout z dans O~ n D, 

(5.13) IgradS(<;,z)1 2 :::: Clgrads(x(z),<;,OW:::: C's(x(z),<;,O), 
pour tout z appartenant a N, n O~ . 

Soit 0, = O~ n O~. II existe une constante c > 0 telle que, pour tout <; de 
[-a, a]n, la fonction G definie par G(<;, z) = F(<;, z) + cS(<;, z) est de classe Coo 
dans {(<;, z); <; E [-a, a]n, z E O,} et verifie, pour tout <; de [-a, a]n et tout z de 
0, n D, 

(5.14) 
(5.15) 

Re G(<;, z) ~ -r(z) + d(z, N,)2 + s(x(z), <;, 0), 
IG(<;, z)1 ~ ReG(<;, z) + I(Jv(P,(z)), P,(z) - z)l· 

De (5.8) et (5.12), on deduit la minoration de Re G(<;, z). Les aut res estimations 
sont des consequences de la formule de Taylor appliquee entre z et P,(z), compte 
tenu de la propriete (3.4) de s. On detaille seulement ici la minoration de IG(<;, z)l. 
On a, sur {(<;,z);<; E [-a,a]n,z EO,}, 

1m G(<;, z) = 1m F(<;, z) + elm S(<;, z), 
ImF(<;, z) = (Jv(P,(z)), z - P,(z)) + Olz - P,(z)12, 
ImS(<;, z) = (grad ImS(<;, P,(z)), z - P,(z)) + Olz - P,(zW, 

et donc d'apres (3.4) 

De la, on a 

IImS(<;, z)1 « Igrads(x(z), <;, oW + Iz - P,(z)1 2 

« s(x(z), <;, 0) + Iz - P,(zW· 
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Ensuite, on ecrit 
1 (3 

IG(s-,z)l;::: J2 ReG(s-,z) + J2 IImG(s-,z)l, 0<(3~ 1, 

et en remarquant que 1P~(z) - zl est equivalent a d(z, N~) on peut choisir (3 suffisa-
ment petit pour que l'on ait 

IG(s-,z)l» ReG(s-,z) + I(Jv(P~(z)),P~(z) - z)l· 

Compte tenu des proprietes (5.7) et (5.11), on corrige G(~, z) en resolvant comme 
dans Ie TMoreme 21 de [4] un probleme de B. On obtient alors une fonction H(S-, z) 
holomorphe en z dans D, de classe Coo dans [-a, a]n x D telle que 

(5.16) ReH(s-, z) > 0 sur {(S-, z); S- E [-a, at, z E D\h-1(K) n N~}. 
II existe de plus une fonction u(~, z) de partie reelle strictement negative et de classe 
Coo dans [-a,a]n x D et des reels a' et e', 0 < a' < a et 0 < e' < inf(el,e2) tels 
que sur O~ = O(S-, a', e'), on ait 

H() G(~,z) 
~, z = 1 - u(S-, z)G(~, z)' 

Des proprietes de G et de u, on deduit qu'il existe e" et a", 0 < e" < e' et 
0< a" < a', tels que, si on note O~ = O(s-, a", e"), on ait 

11 - u(S-, z)G(~, z)1 ;::: ~ sur {(S-, z); ~ E [-a, a]n, z E O~}. 

On deduit, de la, des estimations analogues a (5.14) et (5.15) port ant sur H au 
lieu de G, avec des constantes independantes de ~ et de z, pour tout S- de [-a,a]n 
et tout z de O~ n D. Puisque, d'apres (5.16), il existe m > 0 tel que 

ReH(s-,z);::: m sur {(S-,z), S- E [-a,at,z E D\O~}, 

les estimations (5.4) et (5.5) sont satisfaites sur {(S-,z);~ E [-a,a]n,z E w n D}. 
Ces estimations ont des formes differentes mais equivalentes selon qu'on les ecrive 
ou non en fonction des coordonnees locales sur w. 

Ensembles de zeros. 
6. DEFINITION. Un sous-ensemble compact E de aD est un ensemble de zeros 

pour AOO(D) s'il existe une fonction f de AOO(D) telle que E = {z E D; fez) = O}. 
7. Dans tout ce qui suit, (w,h) designe une carte de Darboux au voisinage d'un 

point p de aD et K un compact de ]-1, 1[2n-l x{O} inclus donc dans hew). On note 
E = Z (K). On rappelle que Zest la projection definie dans R 2n par Z (x, S-, r) = ~. 

8. Soit f une fonction de classe Coo dans R2n, nulle seulement sur K, plate sur 
K et positive dans R 2n\K. Soit s une fonction qui majore f, plate sur K, dont 
l'existence est assuree par Ie Lemme 3. On note par 8(z, K) la fonction definie pour 
tout z de D par 

(8.1) 8(z, K) = inf [I~(z) - ~I + s(x(z), S-, 0) - r(z)] 
~EE 

si z appartient a w, 

(8.2) 8(z, K) = 1 si z n'appartient pas a w. 
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Clairement 8 (z, K) tend vers 0, lorsque z tend vers h -1 (K). 
La definition de 8, comme celle de H et de s, depend du choix de la fonction 

f. Les resultats etablis dans les paragraphes 9 it 17 ne necessiteront aucun choix 
particulier de f. On suppose donc une telle fonction choisie une fois pour toutes. 
Par contre pour etablir Ie Theoreme 18 il faudra utiliser pour definir s, H et 8 une 
fonction f particuliere qui sera precisee dans la preuve. 

9. PROPOSITION. Soit (w,h) une carte de Darboux au voisinage d'un point p 
de 8D et K un compact de ]-1, 1[2n-1x{0} inclus dans h(w) tel que, si on note 
E = Z(K), on ait 

(9.1) 10 1 N,,(E)d€ < OOj 

alors il existe une fonction <p holomorphe dans D, de classe Coo et de partie delle 
strictement positive dans D\h- 1(K) qui verifie les proprietes suivantes 

(a) il existe une constante C1 > 0 telle que, pour tout z de D\h- 1(K), on ait 

1 
Re<p(z) ~ w[8(z, K)]log C1 8 (Z, K) 

ou w(x) est une fonction de x, a valeurs positives qui tend vers +00 lorsque x tend 
vers 0, 

(b) pour tout multi-indice a = (a1, ... , an) de longueur lal = a1 + .. , + an, il 
existe une constante C(lal) telle que, pour tout z de D\h- 1(K), on ait 

I 8"1 +"'+"n <p(z) I = ID"<p(z)1 :S C(lal)8(z, K)-2(1"1+1). 
8zf1 .. ·8zi:n 

PREUVE. Puisque N,,(E) est equivalente it une fonction decroissante de €, la 
condition (9.1) est equivalente it la condition 

00 

(9.2) L N 2-k (E)2- k < 00. 
k=1 

II existe alors une suite croissante Ak de reels positifs tendant vers +00 tels que, si 
l'on note Nk = N 2-k (E), l'on ait 

(9.3) 
00 L AkNkrk < 00. 

k=1 
Soit <p la fonction definie pour tout z dans D par 

(9.4) 
00 Nk 2- k 

<p(z) = (; j; Ak 2-k + H(~j,k' z) 

ou H est la fonction introduite dans Ie Lemme 5 et ou, pour chaque entier k, 
(~j,k)' j = 1, ... , N k, designe la suite des centres des boules Bj,k, j = 1, ... , N k, 
d'un 2-k-recouvrement de E. Des proprietes de H, on deduit que l'on a, pour tout 
z dans w et tout indice (j, k), 

Irk + H(~j,k' z)1 ~ IH(~J,k' z)1 ~ -r(z) + k(z) - ~J,kI2 + s(x(z), ~j,k, 0) 
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et done, puisque ~j,k appartient a E, 

(9.5) Irk + H(~j k, z)1 » inf [I~(z) - ~I + s(x(z),~, 0) - r(zW· , ,EE 

On eonclut alors d'apres (8.1) 

(9.6) 

De (9.3), (9.6) et des proprietes de H, on deduit que 'P est holomorphe dans D, 
de classe C= dans D\h-l(K) et que, pour tout multi-indice a de longueur lal, il 
existe une eonstante C(lal) telle que, pour tout z de w\h- 1(K), on ait 

(9.7) ID"''P(z)1 ~ C(lal)b(z, K)-2(1"'1+1). 

Il reste donc a etablir la minoration de la partie reelle de 'P. Soit done z un point 
de w\h- 1(K) verifiant 8(z, K) < ~; il existe alors un entier kz > 1 tel que l'on ait 

(9.8) 

On considere W Z un point de E qui veri fie 

(9.9) 8(z,K) = I~(z) - wZI + s(x(z),WZ,O) - r(z). 

Alors, pour chaque entier k, W Z appartient a au moins une boule du 2-k-reeouvre-
ment de E. De la positivite de ReH, on deduit que l'on peut minorer Re'P en ne 
gardant, pour ehaque k, dans la sommation portant sur j, qu'une seule boule du 
2-k -reeouvrement; on garde une des boules qui eontiennent W Z et on designe son 
centre par ~k' On a done 

= 2- k 

Re'P(z)?:LAkRe2_k H(Z )" 
k=l + ~k' Z 

(9.10) 

Pour tout k, on applique la formule de Taylor a H(~k'z) entre z et P,:(z) 
h-l(X(Z),~k,O). Compte-tenu de (5.1), on a, pour tout k?: 1, 

On a aussi 

et done 

IH(~k' z) - s(x(z), ~k,O)1 « I~(z) - ~kl- r(z). 

IH(~k' z)1 « s(x(z), wZ,O) + k(z) - ~kl + kk - wZI_ r(z) 
«s(x(z),wZ,O)1 + I~(z) - wZI + Iw z - ~kl- r(z). 

De la, d'apres la definition (9.9) de w Z , on a, pour tout k, 

et done, d'apres (9.8) 
IH(~k' z)1 «rkz + 2-k. 

On a alors, pour tout k, k ~ kz, 
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On deduit de la, que, pour tout z de w\h-l(K) et pour tout k, k::::: kz, on a 
2-k 

Re 2_k H( z )>> l. + ~k'z 

105 

Toujours d'apres la positivite de Re H, en utilisant (9.10), on conclut, si on note 
lalla partie entiere de a, 

Recp(z) » 

De (9.8), on deduit 
1 

kz ~ log 8(z, K) et A[kz/2] = w(8(z, K)) 

ou w(x) tend vers +00 lorsque x tend vers 0, d'apres la definition de la suite Ak. 
Ceci acheve la preuve de la Proposition 9, compte tenu de la definition de 8(z, K) 

lorsque z n'appartient pas a w. 

10. THEOREME. Soit D un domaine borne strictement pseudoconvexe de en 
a frontiere aD de classe Coo et p un point de aD. Soit (w, h) une carte de Darboux 
au voisinage de p dans en et K un compact de ] - 1, 1 [2n-l X {O} tel que, si on note 
E = Z(K), on ait 

(10.1) 

alors h-l(K) est un sous-ensemble ferme de aD qui est l'ensemble des zeros d'une 
fonction L de AOO(D). De plus, h-l(K) est l'ensemble des zeros communs a L et 
a toutes ses derivees. 

PREUVE. Soit cp la fonction introduite dans la Proposition 9. Alors, si on pose-
L(z) = exp-cp(z), Lest holomorphe dans D, de classe Coo dans D\h-l(K). En 
appliquant une formule de derivation des fonctions composees, on veri fie comme 
dans [6J que, pour tout multi-indice a, il existe une constante C(lal) telle que, 
pour tout z de D\h- l (K), on ait 

IDaL(z)1 ::::: C(lal)IL(z)18(z, K)-4Ia l 

et, de la, d'apres la conclusion (a) de la Proposition 9 

IDa L(z)1 ::::: C(lal)[8(z, K)JW(D(Z,K))-4 Ial • 

On en deduit alors que L se prolonge en une fonction de AOO(D) nulle seulement 
sur h- 1(K) et dont toutes les derivees s'annulent sur h- 1 (K). 

Division et interpolation. 
11. DEFINITIONS ET NOTATIONS. Soit E un sous-ensemble ferme de aD. On 

note C'E [resp. A'EJ l'ideal de COO(D) [resp. AOO(D)J forme des fonctions plates 
sur E. 

Un sous-ensemble ferme E de aD verifie la propriete de division par AOO(D) si et 
seulement si pour toute famille (fi)iEN de fonctions de C'E, il existe une fonction 
F de A'E, nulle seulement sur E et une famille de fonctions (ki)iEN de C'E telles 
que l'on ait Ii = Fki , pour tout i dans N. 
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Un sous-ensemble ferme E de aD est un ensemble d'interpolation d'ordre infini 
pour AOO(D) si pour toute fonction 9 de classe Goo dans en telle que 8g soit plate 
sur E, il existe une fonction f de AOO(D) telle que f - 9 soit plate sur E. 

12. PROPOSITION [7]. Un sous-ensemble fermi E de aD est un ensemble 
d'interpolation d' ordre infini pour A 00 (D) s'il virifie la propriitC de division par 
AOO(D). 

13. PROPOSITION [7]. Une riunion finie de sous-ensembles fermis de aD 
virifiant la propriitC de division par AOO(D) virifie la propriitC de division par 
AOO(D). 

14. LEMME DE DIVISION PAR GOO(D) [7, 13]. Soit E un sous-ensemble 
fermi de aD et (!i)iEN une famille de fonctions de Gee. Alors il existe une fonction 
9 de Gee positive et ne s'annulant que sur E et des fonctions (hi)iEN de Gee telles 
que l'on ait fi = ghi' pour tout i dans N. 

Si, de plus, fest une fonction de Gee ne s'annulant que sur E telle que l'on ait 
9 « If I, alors, il existe des fonctions (ki)iEN de Gee telles que l'on ait fi = fki , 
pour tout i dans N. 

15. LEMME. Soit (w, h) une carte de Darboux au voisinage d'un point p de aD 
et T] - 1,1[-> Z(] - 1, 1[2n) une courbe de classe Goo virifiant ,(0) = 0 telle que, 
si on note M = {(x,<;,r)jx E]-1,1[n-1,<; E ,(] -1,1[), r = O}, M virifie la 
propriitC suivante: 

(15.1) l'espace tangent Ii M n'est pas dans le noyau de la forme diffirentielle 
dt - 2:.7:11 xidYi' 

Soit K un sous-ensemble compact de M. Soient a et b deux nombres riels, 
0< a < 1, 0 < b < 1, virifiant 

(15.2) K c {(x, <;, 0), x E] - a, a[n-1, <; E ,(] - b, b[)} c] - a, a[2n-1 X {O}. 

Soit H(<;, z) la fonction construite dans le Lemme 5. Il existe alors un voisinage 0 
relativement compact de h -1 (K) dans w et une application 7r de classe Goo de 0 
dans ,]- b, b[ tels que l'on ait 

(15.3) 7r(z) = <;(z) si z appartient Ii 0 n h- 1(M) et 

(15.4) 
IHh(u), z)1 ~ ReHh(u), z) + h(u) - 7r(z)1 
pour tout z dans 0 n D et tout u dans] - b, b[. 

PREUVE. Pour tout u de] - 1, 1[ on note ,(u) = (Yi(U), t(u)), i = 1, ... , n - 1, 
et on pose, pour tout u de ] - 1, 1[ et tout z dans w, 

n-1 
I( u, z) = t( u) - t(z) - L Xi (Z)(Yi ( u) - Yi(Z)). 

i=1 

Si h(z) appartient aM, il existe une unique valeur de u dans] -1, 1[ notee U z telle 
que l'on ait <;(z) = ,(uz )' On a alors I(uz , z) = 0 et 

a n-1 
-a I(u, z)lu=u z = t'(uz ) - L Xi(Z)Y~(uz)' 

U i=1 
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On note 
Ml = {(X,~,O);X E] - a,a[n,~ E ,(] - b,b[)}. 

L'hypothese (15.1) faite sur M imp Ii que qu'il existe une constante c > 0 telle que 
l'on ait, pour tout z dans h-1(M1), 

(15.5) 

On peut donc appliquer Ie tMoreme des fonctions implicites it la fonction I (u, z). 
Il existe done un voisin age 0 relativement compact de h-1(K) dans w, contenant 
h-1(Md et une application p de 0 dans] - 1, 1[ de classe Coo telle que l'on ait 

( 15.6) 
(15.7) 

I (p( z), z) = 0 pour tout z de 0, 
p(z) = U z pour tout z de h-1(Md. 

On note 7f l'application definie par 7f(z) = ,(p(z)). Quitte it reduire 0, c'est une 
application de classe Coo de 0 sur ,(] - b, b[). 

Pour tout z de 0, un developpement de Taylor de I (u, z) au voisinage de u = p( z) 
conduit d'apres (15.6) it 

(15.8) 
a 

I(u, z) = [u - p(z)] au I(p(z), z) + O(lu - p(zW)· 

On peut reduire 0 en sorte que, d'apres (15.5), on ait, pour tout z de 0, 

(15.9) I :u I(p(z), z)12 ~. 
On deduit alors de (15.8) et de (15.9) qu'il existe une constante 'fJ > 0 telle que 
lu - p(z)1 < 'fJ implique II(u, z)1 » lu - p(z)l. On a clairement, par ailleurs, 
II(u, z)1 « lu - p(z)l. De la regularite de " on conclut donc qu'il existe une 
constante 'fJ' > 0 telle que, pour tout z de 0 et tout u de ] - b, b[ verifiant h( u) -
7f(z)1 < 'fJ', on ait 

(15.10) II(u, z)1 ~ h(u) - 7f(z)1 

et donc, si H est la fonction associee au compact K introduite dans Ie Lemme 5, 
d'apres (5.5), pour tout z dans 0 nD et tout u de] -b, b[ verifiant h(u) -7f(z)1 < 'fJ', 

(15.11) IH(,(u), z)1 ~ ReH(,(u), z) + h(u) - 7f(z)l· 

Pour tout z dans OnD et tout u dans ]-b, b[ verifiant h(u)-7f(z)1 2 'fJ'I'equivalence 
(15.11) est trivialement verifiee car H(,(u), z) ne peut s'annuler que si ~(z) = ,(u) 
et dans ce cas ~(z) = 7f(z). Ceci etablit donc (15.4). 

16. COROLLAIRE. Les notations et les hypotheses sont celles du Lemme 15. 
On note, pour tout z dans 0 n D et tout ~ dans] - 1, l[n, 

(16.1 ) (}(~,z) = I~(z) - ~12 + s(x(z),~,O) - r(z). 

On a alors, pour tout z dans 0 n D et pour tout u dans] - b, b[, 

(16.2) 
(16.3) 

IH(,(u), z)1 ~ (}(7f(z), z) + h(u) - 7f(z)l, 
ReH(,(u),z)« (}(7f(z),z) + h(u) -7f(zW· 
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PREUVE. De (15.4) et de (5.4) on deduit que, pour tout z dans 0 n D et tout 
u dans]- b,b[, on a 
(16.4) ReH(!(u), z) ~ I<;(z) -1(u)12 + s(x(z), l(U), 0) - r(z) 
et 
(16.5) IH(!(u), z)1 ~ I~(z) -1(u)12 + s(X(Z),l(U), 0) - r(z) + h(u) - 7r(z)l· 
On note pour tout z fixe dans 0 n D 
(16.6) r(s-) = s(x(z),~, 0) + I<;(z) - ~12 - r(z). 
On applique une formule de Taylor it la fonction r entre 1( u) et 7r( z). On a alors 

r(!(u)) = r(7r(z)) + (grad r(7r(z)), l(U) - 7r(z)) + O(h(u) - 7r(zW), 
d'ou 

r(!(u)) -:; r(7r(z)) + Igrad r(7r(z))lh(u) - 7r(z)1 + O(h(u) - 7r(z)12), 
et done, puisque d'apres la definition de (16.6) de r on a 

I grad r(7r(z))1 -:; Igrad s(x(z), 7r(z), 0)1 + 217r(z) - ~(z)l, 

on conclut, en utilisant la propriete (3.4) de s, it l'ordre 1, 
(16.7) r(!(u)) «r(7r(z)) + h(u) - 7r(z)12. 
Ceci, compte tenu de (16.4), (16.5) et (16.6), etablit (16.3) ainsi que la majoration 
de IH(!(u), z)1 dans (16.2). 

Pour obtenir la minoration de IH(!(u),z)l, on echange les roles joues par l(U) 
et 7r(z). On a 
(16.8) r(!(u)) » r(7r(z)) - h(u) - 7r(zW 
et, d'apres (16.5) et (16.6) 

IH(!(u),z)l» ~r(!(u)) + h(u) -7r(z)l, 
ce qui donne en utilisant (16.8) 

IH(((u), z)1 »r(7r(z)) + h(u) - 7r(z)l· 
Ceci acheve la preuve de (16.2). 

17. PROPOSITION. Les notations et les hypotheses sont toujours celles du 
Lemme 15. On note E la projection Z(K) de K sur 1(] - b, b[) et on suppose 
de plus que l'on a 

(17.1) 

pour tout r, 0 < r < 1, et toute boule euclidienne Br de rayon r centree sur E. 
Il existe alors une fonction 1jJ holomorphe dans D, de classe C= dans D\h-1(K) 

qui verifie les estimations suivantes 
1 - 1 (17.2) Re1jJ(z)>> log 8(z, K) + 0(1), pour tout z de D\h- (K), 

1 - 1 
(17.3) Re1jJ(z)« log 8(z, K) + 0(1), pour tout z de D\h- (K), 

(17.4) IDa1jJ(z) I « C(10:1)8(z, K)-2(la l+1), pour tout multi-indice de longueur 
10:1 et tout z de D\h- 1(K) 

(8(z, K) a ete defini dans le paragraphe 8). 
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PREUVE. La condition (17.1) impliquelacondition (9.1), asavoir J01 N£(E)dc < 
00, qui s'ecrit encore avec la notation Nk = N2-k (E) 

00 

LTkNk < 00. 

k=1 
Boit 'ljJ la fonction definie sur D par 

00 Nk 2- k 

'ljJ(z) = L L 2-k + H(~ k z) k=1j=1 J, , 

ou H est la fonction introduite dans Ie Lemme 5 et ou, pour chaque entier k, 
(~j,k)' j = 1, ... , Nk, designe la suite des centres des boules Bj,k, j = 1, ... , Nk, 
d'un 2-k -recouvrement de E. On sait que, par definition, ~j,k appartient a E. On 
verifie, comme dans la preuve de la Proposition 9, que 'ljJ est holomorphe dans D, 
de classe Coo et de partie reelle strictement positive dans D\h-1(K) et satisfait 
aux estimations (17.2) et (17.4) de la proposition. 

On se propose maintenant d'obtenir l'estimation (17.3). On a, pour tout Z de 
D\h- 1(K), 

00 Nk -k R ( ) 
Re'ljJ(z):::; L2-k L 22_ k+ ;H ~j,k'~. 

k=1 J=1 1 + (~j,k, z)1 
De la, en utilisant Ie Corollaire 16, si z est dans () et si on suppose que l'on a 
()(7r(z), z) :::; 1, on obtient 

Re'ljJ(z) « ~ Tk ~ 2-k + ()(7r(z), z) + I~j,k - 7r(z)12 
~ ~ 2- 2k + ()(7r(z), z)2 + I~ k - 7r(z)12 k=1 J=1 J, 

et donc 

~ k ~ 2-k + ()(7r(z), z) 
Re'ljJ(z)« 0(1) + ~2- ~ 2-2k ()( () )2 I. _ ()12' k=1 j=1 + 71' z ,z + ~J,k 71' Z 

(17.5) 

La majoration (17.5) ainsi obtenue est semblable a la majoration (9.4) obtenue dans 
[7]; on poursuit la preuve de fac;on analogue en faisant jouer a ()( 71'( z), z) Ie role joue 
par p(7r(z), z) dans [7]. 

On considere deux cas en not ant 

(17.6) ()(E, z) = inf ()(~, z). 
<;EE 

Premier cas: ()(7r(z),z) > ()(E,z)2. On obtient alors en poursuivant Ie calcul 
comme dans [7] 

(17.7) 
1 1 

Re'ljJ(z) «log ()(7r(z) , z) + 0(1) «log 8(z, K) + 0(1) 

car, clairement, on a pour tout z de D, ()(7r(z),z)>> 8(z,K)2. 
Deuxieme cas: ()(7r(z) , z) :::; ()(E, Z)2. On a alors, pour tout k et pour tout J', en 

utilisant (16.7) 

()(7r(z) , z) :::; ()(~j,k' z)2 «()(7r(z), z)2 + 17r(z) - ~j,kI4 



110 JACQUES CHAUMAT ET A. M. CHOLLET 

donc 
B(7r(z), z) « B(7r(z), Z)2 + 17r(z) - c;j,kl 2 

et donc, d'apres (17.5) 

00 Nk 2-k 

Re'l/;(z) «0(1) + L 2-k L 2-k 17r(z) _ . 12 
k=1 J=1 + C;J,k 

on a alors comme dans Ie deuxieme cas de la preuve de la Proposition 9 de [7] 
1 1 

Re ,(z) « 0(1) + log d( 7r(z), E) «0(1) + log 8(z, K) 

car on a, pour tout z de D, d(7r(z), E) ::::: 8(z, K). 

18. THEOREME. Soit D un domaine borne strictement pseudoconvexe de en 
Ii Irontiere aD de classe Coo et p un point de aD. Soit (w, h) une carte de Darboux 
au voisinage de p dans en et ,:] - 1, 1 [-+ Z (] - 1, 1 [2n) une courbe de classe 
Coo verifiant ,(0) = 0 telle que, si on note M = {(x,c;,r); x E]-l,l[n-l,c; E 
,(] - 1, 1D, r = O}, M verifie la propriete suivante: 

(18.1) l'espace tangent Ii M n'est pas dans le noyau de la lorme de contact 
dt - L::~:/ xidYi. 

Soit K un sous-ensemble compact de M tel que, si on note E la projection Z(K) 
de K sur ,(] - b, bD, on ait 

(18.2) for Ne(Br n E)de« r (log ~ + 0(1)) 

pour tout r, 0 < r < 1, et toute boule euclidienne Br de rayon r centree sur E. 
Alors h- 1(K) a la propriete de division par AOO(D). 

PREUVE. Soit (fi)iEN une famille de fonctions de C~'(K)' On lui applique 
Ie Lemme 14 de division dans COO(D); il existe donc une fonction 9 de C~'(K) 
positive et ne s'annulant que sur h-1(K) et des fonctions (hi)iEN de C~'(K) telles 
que l'on ait, pour tout i de N, Ii = ghi. On peut supposer SUPfED g(z) ::; 1/2. 

On pose I = go h- 1 ; I est une fonction de CK, positive et ne s'annulant que 
sur K. On peut donc lui appliquer Ie Lemme 3; il existe une fonction s de CK 
verifiant les conclusions du Lemme 3 et en particulier, pour tout (p, x) de N X R2n 

(3.5) I(x) ::; C(p)s(x)P. 

On deduit, de la, que pour tout (p, z) de N x D, on a 

( 18.3) g(z) ::; C'(p)8(z, K)P, 

ou 8(z, k) est definie a partir de spar (8.1). 
C'est cette fonction s particuliere qui sert egalement a definir la fonction H 

dont l'existence est assuree par Ie Lemme 5 et c'est a partir de la fonction H ainsi 
obtenue que l'on definit la fonction 'Ij; holomorphe dans D, de classe Coo dans D\E 
qui veri fie les conclusions de la Proposition 17 en particulier 

(17.3) 
1 

Re'lj;(z) «log 8(z, K) + 0(1) pour tout z de D\h- 1(K). 



DIMENSION DE HAUSDORFF DES ENSEMBLES DE ZEROS 111 

De (18.3), on deduit que si on pose 0 = log l/g, il existe une fonction w(t) tendant 
vers +00 lorsque t tend vers 0 telle que l'on ait 

1 
(18.4) O(z) 2: w[8(z ·K)]log 8(z, K) pour tout z de D\h- 1(K). 

On poursuit alors cette preuve comme celle du Theoreme 12 de [7] et on conclut 
qu'il existe une fonction F de Aoo(D) plate sur h- 1(K) et ne s'annulant que sur 
h- 1(K), verifiant g ::; IFI sur D\h- 1(K). Il existe donc, toujours d'apres Ie Lemme 
14, des fonctions k i de C':-l(K) telles que l'on ait, pour tout i de N, Ii = Fk i . On 
verifie, ici aussi, que, pour tout i, k i appartient a l'adherence dans COO(D) de 
Aoo(D)· k 

19. COROLLAIRE. Sous les hypotheses du Theoreme 18, h- 1(K) est un ensem-
ble d'interpolation d'ordre infini pour Aoo(D). 

PREUVE. Il s'agit la d'une consequence de la Proposition 12 et du Theoreme 
18. 

20. REMARQUE. L'hypothese 18.2 du Theoreme 18 est evidemment verifiee 
par un compact K dont la projection est reduite a un point. 

21. COROLLAIRE. Soit A un sous-ensemble ferme de aD localement inclus 
dans une sous-variete aD, de classe Coo, integrale de la structure de contact sur 
aD, c'est-a-dire, tel que, pour chaque point p de A, il existe un voisinage ouvert w 
de p et N une sous-variete de aD n w, integrale de la structure de contact sur aD 
contenant A n w. Alors A verifie la propriete de division par Aoo(D). 

PREUVE. On peut ecrire A = U~=1 Ai, ou, pour chaque i, i = 1, ... , k, il existe 
une carte de Darboux (Wi, hi) telle que l'on ait 

Ai C hi 1{(x, 0), x E]- 1, l[n}. 
Alors, de la Remarque 20 et du Theoreme 18 on deduit que, pour tout i, i 
1, ... , k, Ai a la propriete de division par Aoo(D) et on conclut a l'aide de la 
Proposition 13. 

22. DEFINITION. On dit qu'un sous-ensemble ferme A de aD est un ensemble 
pic pour Aoo(D) s'il existe une fonction f de Aoo(D) telle que l'on ait f = 1 sur A 
et If I < 1 sur D\A. 

On rappelle [5] qu'un ensemble pic pour Aoo(D) veri fie les hypotheses du Corol-
laire 21. 

23. COROLLAIRE. Une reunion finie d'ensembles pics pour Aoo(D) ala pro-
priete de division par Aoo(D). 

Ceci generalise un resultat de J. Bruna et J. M. Ortega [2]. 

Dimension de Hausdorff. On note )I (E) la dimension de Hausdorff d'un sous-
ensemble compact E de R. 

24. LEMME. Il existe un compact E de [0,1] verifiant les proprietes suivantes 
(a) )I(E) = 1, 
(b) Il existe des constantes C et C' telles que, pour tout intervalle I de longueur 

III < 1, on ait 
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PREUVE. Soit ~ un reel, 0 < ~ < ~. On considere l'ensemble de Cantor E(~) 
construit sur [0,1] et de rapport de dissection ( On sait [10] que l'on a 

(24.1 ) E(~) ~ n E(n, ~), 
n=O 

ou E( n,~) est forme de 2n intervalles fermes disjoints E( k, n, ~) de longueur ~n, 

(24.2) ){[E(~)J = -log2jlog( 

On verifie alors l'inegalite 

(24.3) 

Soient a et b deux reels, a > 0, on note 

(24.4) aE(~) + b = {ax + b; x E E(~)}; 

on a, pour tout f > 0, 

(24.5) 

Soit I un intervalle de [O,lJ de longueur r < 1 et n un entier positif ou nul tel que 
l'on ait ~n+l :::; r < ~n. On a 

In E(O c E(k 1 , n,~) U E(k2 , n,~) 

pour kl et k2 convenables dans [0,2n - 1J n N. 
Du pro cede de construction de E( ~), on deduit 

4 

InE(~)c UE(k~,n+1,~), k' E [0 2n + 1 - 1J n N " , 
i=l 

et done, en utilisant la propriete d'homogeneite de E( 0 et (24.4), 
4 

(24.6) I n E(~) c U ~n+l E(~) + bi 
i=l 

ou les bi, i = 1, ... ,4, sont des reels convenables. 
Pour tout f, 0 < f < r, on a d'apres (24.5) et (24.6) 

4 

Nc(InE(~)):::; LNc(C+IE(~) +bi ):::; 4Nc/€n+l(E(~)). 
i=l 

De la, en utilisant la decroissance de la fonction f ---> Nc(E), on obtient, pour tout 
~, 0 < ~ < ~, pour tout intervalle I de longueur r < 1 et tout f, 0 < f < r, 

(24.7) 

Soit maintenant (~n)nEN une suite croissante de nombres reels positifs convergeant 
vers~ et (an)nEN une suite strictement decroissante de reels convergeant vers 0 et 
verifiant ao = 1. On note E = U~=O anE(~n). On a, pour tout n, 

){(E) ~ ){(anE(~n)) = ){(E(~n)) = -log2jlog~n 
et done ){(E) = 1. Ceci etablit (a). 
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Pour prouver (b), on remarque que, pour tout intervalle I de longueur r < 1 et 
tout s, 0 < s < r, on a 

au, pour chaque n, In est un intervalle convenable de longueur rlan . On a, d'apres 
(24.5), 

D'apres (24.7) applique aux intervalles In de longueur rlan < 1, on deduit 

et done 

lr Nc(I n E)ds ~ r + L ian Nc/aJE(~n))ds + 4 L lr Nc/r(E(~n))ds 
o an:=;r 0 an>r 0 

~ r + L an 11 Nc(E(~n))ds + 4 L r 11 Nc(E(~n))ds. 
an:=;r 0 an>r 0 

Si on choisit an = e-n2 et ~n = (n + 1)/2(n + 2), on verifie qu'il existe deux 
constantes C et C' telles que l'on ait 

for Nc(I n E)ds ~ Cr + C'r log 1/r. 

25. THEOREME. Soit D un domaine borne de en, Ii frontiere aD de classe 
Coo, il existe sur aD des ensembles de zeros et des ensembles d'interpolation pour 
Aoo(D) de dimension de Hausdorff n. 

PREUVE. II s'agit la d'une consequence des TMoremes 10 et 18 et du Lemme 
24. 

REMARQUE. Les methodes developpees dans les deux premieres parties de ce 
travail s'appliquent a A(D), la classe des fonctions holomorphes dans D et continues 
dans D. Dans ce cas en effet les sous-ensembles de zeros et d'interpolation sont 
les memes. On obtient l'analogue du TMoreme 10 pour A(D) en remplac;ant la 
condition (10.1) par la condition: "pour tout s, il existe un recouvrement fini de E 
par des boules euclidiennes centrees sur E dont la somme des rayons est inferieure 
a's". 

Ce result at generalise Ie TMoreme (3.1) de [8]. 
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