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DIMENSION DE HAUSDORFF DES ENSEMBLES DE ZEROS
ET D’INTERPOLATION POUR A>~(D)

JACQUES CHAUMAT ET ANNE MARIE CHOLLET

RESUME. Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe dans C" a
frontiére réguliére D et soit A% (D) la classe des fonctions holomorphes dans
D, indéfiniment dérivables dans D.

Un sous-ensemble compact E de D est un ensemble de zéros pour A (D)
8'il existe une fonction de A% (D) s’annulant seulement sur E. C’est un en-
semble d’interpolation d’ordre infini pour A% (D) si, pour toute fonction f de
classe C® dans C™ telle que 3f soit plate sur E, il existe une fonction F de
A°(D) telle que F — f soit plate sur E.

On construit ici des ensembles de dimension de Hausdorff n. Ce résultat
est le meilleur possible dans le cas d’ensembles totalement réels.

Le point de vue utilisé pour montrer qu’'un sous-ensemble E de 9D est
d’interpolation d’ordre infini pour A°° (D) est de vérifier qu’il a la propriété de
divisiorr par A (D), c’est-a-dire, que, pour toute famille de fonctions (f;);eN
de C*°(D), plates sur E, il existe une fonction F' de A (D), plate sur E et
nuile seulement sur E et une famille de fonctions (k;);en de C*°(D), plates
sur E, telles que l'on ait, pour tout 7 dans N, f; = Fk;.

Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe dans C™ & frontiére
réguliere dD et soit A°°(D) la classe des fonctions holomorphes dans D, indéfiniment
dérivables dans D.

Un sous-ensemble compact E de 0D est un ensemble de zéros pour A°°(D)
g'il existe une fonction de A (D) s’annulant seulement sur E. C’est un ensemble
d’interpolation d’ordre infini pour A% (D) si, pour toute fonction f de classe C*
dans C™ telle que df soit plate sur E, il existe une fonction F' de A (D) telle que
F — f soit plate sur E.

La motivation essentielle de cette étude a été la recherche d’ensembles de zéros et
d’interpolation d’ordre infini pour A (D) de dimension de Hausdorff la plus grande
possible. On construit ici des ensembles de dimension de Hausdorff n (Théoréme
25). Ce résultat est le meilleur possible dans le cas d’ensembles totalement réels.
En effet, on sait [5, 6, 11] qu’un sous-ensemble compact d’une sous-variété V de
dD, totalement réelle, de dimension n, qui est un ensemble de zéros ou un ensemble
d’interpolation pour A (D) est de mesure n-dimensionnelle nulle dans V. Dans le
cas de la boule unité de C", on construit trés simplement des ensembles de zéros
pour A®(D) de dimension de Hausdorff n (Chapitre III de [8]). On ignore s'il
existe des ensembles de zéros pour A% (D) de dimension de Hausdorff supérieure a
n alors que, dans le cas de A(D), B. S. Henriksen a prouvé que leur dimension de
Hausdorff peut atteindre 2n — 1 [9).
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Cet article est divisé en quatre parties. On y fait largement usage d’un théoréme
de Darboux [1, 12] qui assure, pour tout ouvert w de dD suffisamment petit,
Pexistence d’une fibration de w par des sous-variétés N, de dimension réelle n — 1,
intégrales de la structure de contact sur dD, lorsque ¢ parcourt un ouvert @ de
R™. On sait [4] que, étant donné un sous-ensemble fermé E d’une sous-variété
N intégrale de la structure de contact sur 9D, il existe une fonction de A*°(D)
“support” de E, c’est-a-dire, nulle sur E et de partie réelle strictement positive
dans D\E. Dans une premiére partie, on raffine cette construction. Etant donné
un compact E de w, on établit I'existence d’une famille C*° de fonctions H, telle
que, pour chaque ¢ de @), H, soit une fonction support du sous-ensemble E N
N;. Dans une deuxiéme et une troisiéme partie on utilise diverses propriétés de
recouvrement dans ’ensemble ) des parametres pour “empiler” les sous-ensembles
compacts £ N N, afin que I’ensemble E soit un ensemble de zéros (Théoreme 10)
ou un ensemble d’interpolation d’ordre infini (Théoréme 18) pour A*°(D). Des
méthodes “d’empilement” analogues ont été utilisées dans (8, 9 et 14]. Dans cette
étude, les Propositions 9 et 17 qui s’inspirent de travaux antérieurs des auteurs
[6, 7] jouent un role essentiel. Dans la troisiéme partie, pour montrer qu'un sous-
ensemble E de 9D est d’interpolation d’ordre infini pour A*° (D), on vérifie qu’il a la
propriété de division par A®(D), c’est-a-dire, que, pour toute famille de fonctions
(f:)ien de C=(D), plates sur E, il existe une fonction F' de A>°(D), plate sur E et
nulle seulement sur E et une famille de fonctions (k;);en de C*(D), plates sur E,
telles que ’on ait, pour tout ¢ dans N, f; = F'k;. Ce point de vue a déja été utilisé
dans [3 et 7). La derniére partie est consacrée a I'interprétation des Théorémes 10
et 18 en termes de dimension de Hausdorff.

1. Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe dans C", n > 1, a
frontiere D de classe C*°. D est donc défini par la donnée d’une fonction r de
classe C*° dans un voisinage de D, I’'adhérence de D, telle que

(1.1) D={zeC"r(z) <0}
(1.2) gradr #0 sur 0D,
(1.3) r est strictement plurisousharmonique dans un voisinage de 9D.

Soit z un point de C™, on désigne par J la structure presque complexe de T,(C"),
P’espace tangent en z & C", considéré comme espace vectoriel sur R. Soit M une
sous-variété de C™ et T,(M) son espace tangent en 2; M est dite totalement réelle
si, en tout point z de M, on a T,(M) N JT,(M) = {0}.

On note T¢(AD) lespace tangent complexe en z & dD; c’est, par définition, le
sous-espace complexe maximal de T, (9D), l’espace tangent en z & dD. On a donc
dimc TE(0D) = n — 1. Si on désigne par v(z) le vecteur unitaire de la normale en
z & dD orienté vers ’extérieur, on a alors la décomposition orthogonale complexe

T.(C") = Clv(2)| ® T; (6D).
Si ’on considere la forme différentielle définie sur D par
(1.4) (Jv(2),V), 2€ 9D, V € T,(dD),

ol (, ) désigne le produit scalaire euclidien dans R?", on déduit [12] de la stricte
pseudoconvexité de D que cette forme est de rang maximum et donc qu’elle définit
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une structure de contact sur D. D’aprés un théoréme de Darboux [1], on sait
qu’en tout point p de 0D il existe un systéme de coordonnées locales réelles hy =

(Z1y-+-yTn—1,Y1,---,Yn—1,t) défini dans un voisinage w; de p sur D, tel que, en
termes de ces coordonnées, la forme différentielle (1.4) s’écrive

n—1
(1.5) dt — Z :I)idy,'.

=1

Le noyau de cette forme différentielle en chaque point 2z de dD n’est autre que
T:(0D). Les champs de vecteurs (9/0z;), i = 1,...,n — 1, et (3/0y, + z:3/0;),
t=1,...,n— 1, engendrent T¢(dD).

Pour tout point p de dD, h = (hy,r) constitue un systéme de coordonnées locales
dans un voisinage w de p dans C™. Quitte & réduire w, a translater et a dilater h
on peut supposer de plus h(w) =] — 1, 1[2", h(p) = 0.

Pour tout point p de dD, on dit alors que (w, k) est une carte de Darboux au
voisinage de p dans C™.

On convient de noter z = (z;), 1 =1,...,n—1, ¢ = (y;,t), e =1,...,n—1, et
Z la projection de R?" sur R™ définie par Z(z,¢,r) = ¢.

On dit d’une sous-variété N de 0D dont l’espace tangent est situé en chaque
point dans T¢(AD) qu’elle est intégrale de la structure de contact sur dD.

On note, pour tout couple (z,w) de C™ x C", |z — w| la distance euclidienne de
z 4 w et, si E est sous-ensemble de C™, pour tout z de C"

d(z,E) = zjlelfl‘;lz —wl.

On dit qu’une fonction de classe C'*° est plate sur un ensemble E si elle s’annule
ainsi que toutes ses dérivées sur E.

De méme, on dit qu’une forme différentielle de classe C'*° est plate sur E si ses
coefficients sont plats sur E.
_ Pour tout sous-ensemble E compact de RY et pour tout € > 0 on désigne par
N.(E) le nombre minimal de boules euclidiennes de rayon ¢ dont la réunion recouvre
E. On sait que ’on peut recouvrir £ par des boules de rayon € dont les centres
sont situés sur E, a des distances mutuelles supérieures ou égales a ¢ et dont le
nombre noté N (E) est équivalent & Nc(E). On dira que ces boules forment un
e-recouvrement de E. Pour des références complémentaires sur cette question, on
pourra consulter [6, Appendice]. L’espace de nature homogeéne considéré ici sera
exclusivement R”, muni de la distance euclidienne et de la mesure de Lebesgue.

2. NOTATIONS. Pour simplifier la rédaction, on écrira “pour tout z dans F,
a(z) ~ b(z)” ou encore “pour tout z dans E, a(z) est équivalent & b(z)” pour
exprimer qu’il existe des constantes ¢ et C, strictement positives, telles que pour
tout z dans F, ca(z) < b(z) < Ca(z). De méme, la proposition “pour tout z dans
E, a(z) < b(z)” signifiera qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout z
dans E, a(z) < Cb(z). Plus généralement, on pourra écrire “a(z) < b(z) + O(1)”
lorsqu’il existera des constantes C et C’, strictement positives, telles que, pour tout
z dans E, on ait a(z) < Cb(z) + C".

Construction d’une famille de fonctions-supports. Etant donné un sous-
ensemble compact E de 8D on dit qu’une fonction f de A°°(D) est une fonction-
support de E si f s’annule sur F et si sa partie réelle est strictement positive dans

D\E.
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3. LEMME. Soit K un compact RY. Soit f une fonction bornée de classe C>®
dans RN, nulle seulement sur K, plate sur K et positive dans RN\K. Alors, il
eriste une fonction s de classe C® dans RN vérifiant les propriétés suivantes:

(3.1) s71(0) = K,
(3.2) 0<s<1 surRV,
(3.3)  Pour tout multi-indice a = (a1,02,...,an) de longueur |a| =

aptaz+---+an

D%s = olls =0 surK
8231 0z3% - 91Xy ’

(3.4)  Pour tout x de RY et tout multi-indice o de longueur |a| |D%s(x)|? <
C(lal)s(z).

(3.5)  Pour tout (p,z) € N x RN f(z) < C(p)s(z)?. On dira que s
“magore” f.
PREUVE. Elle s’inspire de celle du Lemme V.24 de [13].
A tout entier r > 0, on peut associer un entier u(r) strictement positif tel que
Pon ait
(3.6) flz) < d(:c,K)Tz, pour tout z de R™vérifiant d(z, K) < 27+,

On peut supposer la suite u(r) strictement croissante et tendant vers +o0o. On
note v la fonction définie sur RV\ K par

~(z) = rlog——l— si 27H0 D < d(z, K) < 27H(0),

d(z,K)
yz)=1 si27*O < d(z, K).
Pour chaque entier k, on note (¢jx), 7 = 1,..., Nk, les centres des boules d’un

2~ k_recouvrement de K. Puisque les boules sont supposées centrées sur K, tout
point vérifiant d(z, K) < 27 est inclus dans au moins une boule de centre ¢; x et
de rayon 3 -2~k et dans au plus M boules de centre ¢,k et de rayon 4 - 27k (M
est une constante ne dépendant que de la dimension N de RV.)

Soit x une fonction de classe C* dans R, positive, & support dans la boule de
centre 0 et de rayon 4, vérifiant x(z) = 1 pour |z| < 3.

Soit (Ak)kenN une suite d’entiers croissante tendant vers +oo vérifiant

(3.7 A <71, osip(r)<k<p(r+1),
(3.8) Ak+2 < 2X\g, pour tout k,
(3.9) Ax <k, pour tout k.

Soit o la fonction définie sur RN par
o0 Nk

(3.10) a(z) = Y e Yy x[25( — )l
k=0 Jj=1

C’est une fonction de classe C*° dans RV\K.
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Soit z un point de RN\ K tel que d(x, K) < 1/4. 1l existe un entier k, tel que
l'on ait

(3.11) 2 k=1 < d(z, K) < 27F=,

Pour chaque k, k < k, il existe ¢j(5) « tel que I'on ait x[2¥(z = ¢j(z)%)] = 1. On
a donc

Ak > /\[k,/z]kz/2~
k=0
Ici [k./2] désigne la partie entiere de k;/2. On déduit de la, en utilisant (3.11),
qu’il existe une fonction w(t) positive tendant vers +oco quand t tend vers 0, telle
que ’on ait

Mw

o(z) >

(3.12) o(z) > wld(z, K)] log ZJ:—K“)'

Pour tout k, k > k, + 2 et pour tout j, 7 =1,..., Nk, on a x[2¥(z — ¢jx)] = 0.
On a donc, d’apres (3.8)

kz+2

o(x) <M Y e < Mk + 3) Ak, 2 < 2M (kz + 3) Ak,
k=0
et de 13, en utilisant (3.7) et (3.11)
(3.13) o(z) < 8M~(z).

On a, pour tout multi-indice a,
oo Nk
D%o(z) =) _ M Y D*X[2%(z — ¢x)]
k=0  j=1

et donc
kg+2

|D%(z)] < C(la)M D Ae(2¥)!®
k=0
< C(la)M (ks + 3)2)k, (2%=+2)lel.
De 14, en utilisant (3.9) et (3.11), on obtient
(3.14) |D%(z)| < C(lal)[d(z, K)]~1=!+D.
On consideére la fonction s = exp —o. Elle est de classe C* dans RV\K. On a,
d’apres (3.12) et (3.14),
|D%s()|* < C(la])ld(z, K)]~*1*! exp[-20 ()]
< C(|al) exp[—o(z)].
Ceci prouve que s admet un prolongement C* 4 R¥ vérifiant les propriétés (3.1)
: (1?;:1)1r établir (3.5), on remarque que pour tout p entier et tout = de R" vérifiant
2-#(r+1) < d(z, K) < 27#(") on a, d’apres (3.6) et (3.13)

f(2)[s(z)] P = f(z) exp[-po(z)] < d(z, K)™" exp[-8MpH(2)]
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donc 2
f(@)[s(2)] 7P < d(z, K)™ —8MP

Lorsque z tend vers K, la limite de f(z)[s(z)]™P est nulle; il existe donc une con-
stante Cp, > 0 telle que ’on ait

f(@)[s(z)] ™" < C(p).

Ceci acheve la preuve du Lemme 3.
4. Soit p un point de 4D, (w, h) une carte de Darboux au voisinage de p dans
C™; on note, pour tout ¢ de | — 1,1[",

(4.1) N, = h™'[{(z,5,0);2 €] - 1, 1[*}].

On vérifie que N, est une sous-variété de 0D intégrale de la structure de contact
sur 8D. Soit z un point de w, on note, pour tout ¢ de ] — 1, 1["

(42) n¢(z) = (z(2),,0)
et
(4.3) P(2) = k™ (ng(2)).

5. LEMME. Soit p un point de D, (w,h) une carte de Darbouz au voisinage
de p dans C™ et K un compact de R?"~! x {0} inclus dans h(w) =] — 1, 1[>". Soit
f une fonction de classe C™ dans R?", nulle seulement sur K, plate sur K et
positive dans R?*™\K et s une fonction de classe C™ dans R?*", plate sur K et
“majorant” f dont l’existence est assurée par le Lemme 3.

Soit a un réel vérifiant 0 < a < 1 et K C)—a,a[*"~1x{0}. Il eziste une fonction
H(¢; z) holmorphe en'z dans D de classe C® dans [—a,a]™ X D telle que l'on ait,
pour tout ¢ de [—a,a]",

(5.1) H(¢;z) = s(z(2),¢,0) st z appartient & Ny Nw,
(5.2) H(¢;2) = 0 si et seulement si z appartient ¢ N, N h™!(K),
(5.3) Re H(¢,2) >0, pour tout z de D,

Re H(¢,2) ~ —r(2) + d(2, N;)? + s(z(2),¢,0)

(5.4) ~ —r(2) + [¢(2) = ¢|? + s(2(2),¢,0)

pout tout z de wN D,

(5.5) [H(s,2)| ~ Re H(s, 2) + [(Jv(P(2)), P:(2) — 2)|
n—1
~ReH(¢,2) + [t —t(z) = Y i(2) (2))]
1=1

pour tout z de wN D.

PREUVE. Soit a un réel, 0 < a < 1, tel que K soit inclus dans | — a,a[?" x{0}.
On note

Q(g,a,s) = h_l[{(xv glar);z E] - a’a[n, |§ - gll <g, |7‘| < 5}]
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Pour tout ¢ de [—a, a]™, on applique la Proposition 24 de [4] 4 la sous-variété N,.
On peut vérifier alors qu’il existe des constantes ¢; et £; strictement positives et
indépendantes de ¢ et de z telles que, si on note Ql - (U(¢,a,€1), on ait, pour tout
¢ de [—a,a]™, une fonction F(¢,z) de classe C™ dans {(s,2);¢ € [-a,a],z € O}}
vérifiant

(5.6) F(¢,2) = 0'si z appartient & N, N,

(5.7) 8.F =0 a l'ordre infini si 2 appartient & N, N Q},

(5.8) ReF(¢,2) > c1[d(z, Ns)? — r(z)], pour tout z de 2} N'D,
(5.9) grad Re F(¢; 2) = —v(2) si z appartient & N, N (Q)].

On considére maintenant, pour tout ¢ de [—a,a|", la restriction de so h™! &
N,. On vérifie, en suivant les idées de la preuve de la Proposition 31 de [4] que
cette fonction admet, pour tout ¢ de [—a,a]™, une extension S(¢;z) de classe C*°
dans {(¢, 2); ¢ € [—a,a]™, z € w} qui satisfait aux conditions suivantes: il existe des
constantes, €2, C,C’ et co strictement positives, indépendantes de ¢ et de z, telles
que 'on ait, pour tout ¢ de [—a, a]™,

(5.10) S(,2) = soh™!(z) si z appartient & N, N QZ,
(5.11) 9,S =0 a l'ordre infini sur N, N Q?,
(5.12) ReS(¢,2) > s(z(2),¢,0) — cad(z, N¢)?, pour tout 2 dans Q?nD,
(5.13) |grad S(s,2)|* < Clgrad s(z(2),¢,0)|* < C's(z(2), ¢,0),
pour tout z appartenant a N, N Q?.

Soit ), = O} N Q2. 1l existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout ¢ de
[—a,a]™, la fonction G définie par G(¢,2) = F(¢,2) + ¢S(¢, z) est de classe C*
dans {(¢,2);¢ € [—a,a]”, z € )} et vérifie, pour tout ¢ de [—a,a]™ et tout z de
Q.ND,

(5.14) ReG(¢,2) & —7(2) + d(z, N;)* + s(2(2),¢,0),
(5.15) IG(s, 2)| = Re G(s, 2) + (Jv(P(2)), P (2) — 2)|.

De (5.8) et (5.12), on déduit la minoration de Re G(¢, z). Les autres estimations
sont des conséquences de la formule de Taylor appliquée entre z et P,(z), compte
tenu de la propriété (3.4) de s. On détaille seulement ici la minoration de |G(s, 2)|.
On a, sur {(¢,2);¢ € [~a,a]™, z € O},

ImG(¢,2) = ImF(¢,2) + ¢Im S(s, 2),
Im F(¢, 2) = (Ju(P;(2)), 2 = P:(2)) + Olz = P:(2)|%,
Im S(¢,2) = (grad Im S(¢, P;(2)), 2 — Ps(2)) + Oz — Ps(2)I?,
et donc d’apres (3.4)
Im S(s, 2)| < |grad s(z(2),5,0)|? + |z — Py(2)/?
< 8(z(2),¢,0) + |z — Pe(2) %
De la, on a

ImG(s, 2)| > (Jv(Py(2)), 2 = Pe(2))| = |2 = Pe(2)* = s(x(2), 6, 0).
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Ensuite, on écrit

G(e,2)| %ReG(f, 2+ —%IImG(c, 9, 0<B<1,

et en remarquant que |P;(2) — 2| est équivalent & d(2, N;) on peut choisir 3 suffisa-
ment petit pour que 'on ait
IG(¢,2)| > Re G(¢, 2) + (Jv(Fx(2)), Ps(2) — 2)|.

Compte tenu des propriétés (5.7) et (5.11), on corrige G(s, 2) en résolvant comme
dans le Théoréme 21 de [4] un probléme de 8. On obtient alors une fonction H(, z)
holomorphe en z dans D, de classe C* dans [—a,a]™ x D telle que

(5.16) ReH(¢,2) >0 sur {(¢,2);¢ € [~a,a]",z€ D\h" (K) N N,}.

Il existe de plus une fonction u(¢, 2) de partie réelle strictement négative et de classe
C® dans [—a,a]™ x D et des réels a’ et €/, 0 < a’ < aet 0 <&’ <inf(ey,er) tels
que sur (2} = (¢, a’,€), on ait

G(s,2)
1- u(§) Z)G(g, Z) .

Des propriétés de G et de u, on déduit qu’il existe €’ et a”, 0 < &’ < €' et
0 < a” < d, tels que, si on note Y = Q(¢,a”,€"), on ait

H(¢,2) =

11-u(s,2)G(s,2)| > 5 sur {(¢,2);¢ € [~a,a]", 2 € A}

On déduit, de 13, des estimations analogues & (5.14) et (5.15) portant sur H au
lieu de G, avec des constantes indépendantes de ¢ et de z, pour tout ¢ de [—a, a]™
et tout z de 0 N D. Puisque, d’aprés (5.16), il existe m > 0 tel que

ReH(s,2z) 2m sur {(s,2), ¢ € [-a,a]",2 € D\Q[},

les estimations (5.4) et (5.5) sont satisfaites sur {(¢,2);¢ € [—a,a]?,z € wN D}.
Ces estimations ont des formes différentes mais équivalentes selon qu’on les écrive
ou non en fonction des coordonnées locales sur w.

Ensembles de zéros.

6. DEFINITION. Un sous-ensemble compact E de D est un ensemble de zéros
pour A%®(D) s'il existe une fonction f de A% (D) telle que E = {z € D; f(z) = 0}.

7. Dans tout ce qui suit, (w, h) désigne une carte de Darboux au voisinage d’un
point p de 8D et K un compact de ] -1, 1[?"~!x {0} inclus donc dans h(w). On note
E = Z(K). On rappelle que Z est la projection définie dans R?" par Z(z,¢,7) = ¢.

8. Soit f une fonction de classe C* dans R?", nulle seulement sur K, plate sur
K et positive dans R?"\ K. Soit s une fonction qui majore f, plate sur K, dont
Pexistence est assurée par le Lemme 3. On note par §(z, K) la fonction définie pour
tout z de D par

(8.1) 8(2, K) = infllg(2) — ¢ + s(z(2),5,0) - r(2)]

si z appartient a w,

(8.2) 6(z,K) =1 si z n’appartient pas & w.
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Clairement §(z, K) tend vers 0, lorsque z tend vers h~(K).

La définition de 6, comme celle de H et de s, dépend du choix de la fonction
f. Les résultats établis dans les paragraphes 9 a4 17 ne necessiteront aucun choix
particulier de f. On suppose donc une telle fonction choisie une fois pour toutes.
Par contre pour établir le Théoréme 18 il faudra utiliser pour définir s, H et § une
fonction f particuliere qui sera précisée dans la preuve.

9. PROPOSITION. Soit (w,h) une carte de Darbouz au voisinage d’un point p
de OD et K un compact de | — 1,1[>"~1x{0} inclus dans h(w) tel que, si on note
E=2Z(K), on ait

(9.1) /O " N(E)de < oo

alors 1l eziste une fonction p holomorphe dans D, de classe C™ et de partie réelle
strictement positive dans D\h~'(K) qui vérifie les propriétés suivantes
(a) il existe une constante c; > 0 telle que, pour tout z de D\h~(K), on ait
1
Rep(z) > w[é(z, K)|log——=
P(2) > wlb(z, K)llog
ot w(x) est une fonction de x, & valeurs positives qui tend vers +oo lorsque T tend
vers 0,
(b) pour tout multi-indice a = (ay,...,0ay) de longueur |a| = a3 + -+ + an, i
eziste une constante C(|a|) telle que, pour tout z de D\h~!(K), on ait

8&1+"'+an
925 aae )

PREUVE. Puisque N.(E) est équivalente a une fonction décroissante de ¢, la
condition (9.1) est équivalente a la condition

(9.2) i Ny« (E)27F < 0.
k=1

= |D%p(2)| < C(la])é(z, K)~2el+D),

Il existe alors une suite croissante Ay de réels positifs tendant vers +oo tels que, si
Pon note N = Ny-«(E), l’on ait

(9.3) Z/\kaZ_k < 00

Soit ¢ la fonction définie pour tout 2z dans D par

oo N

(9.4) }:Z e v k+Hng, 3

k=1j=1

ou H est la fonction introduite dans le Lemme 5 et ol, pour chaque entier k,
(¢k), J=1,..., N, désigne la suite des centres des boules Bj, j = 1,..., N,
d’un 2~ *-recouvrement de E. Des propriétés de H, on déduit que ’on a, pour tout
z dans w et tout indice (7, k),

127 + H(¢jky 2)| > [H(Sjk, 2)| > —7(2) + [¢(2) — ¢jkl? + s(2(2), ¢k, 0)
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et donc, puisque ¢j , appartient a E,

(9.5) 27% + H(gj e, 2)| > gigg[l§(z) ~ ¢+ s(2(2),6,0) - r(2)]%.

On conclut alors d’apres (8.1)
(96) 127% + H (¢ ik, 2)| > 6(2, K)2.

De (9.3), (9.6) et des propriétés de H, on déduit que ¢ est holomorphe dans D,
de classe C*° dans D\h~1(K) et que, pour tout multi-indice a de longueur |/, il
existe une constante C(|a|) telle que, pour tout z de w\h~}(K), on ait

(9.7) |D%p(2)| < C(|a])6(z, K)~2(al+D),

Il reste donc a établir la minoration de la partie réelle de ¢. Soit donc z un point
de w\h™1(K) vérifiant §(z, K) < }; il existe alors un entier k, > 1 tel que I'on ait

(9.8) 27kt < §(z, K) < 27%=,
On considére w? un point de E qui vérifie
(9.9) 6(z, K) = [¢(2) — w*| + s(z(2),w?,0) — r(2).

Alors, pour chaque entier k, w? appartient & au moins une boule du 2~*-recouvre-
ment de E. De la positivité de Re H, on déduit que ’on peut minorer Re ¢ en ne
gardant, pour chaque k, dans la sommation portant sur 7, qu'une seule boule du
2~ k_recouvrement; on garde une des boules qui contiennent w? et on désigne son
centre par ¢Z. On a donc

1
(9.10) Rep(z Ez /\kRe2 "+H(§k, my

Pour tout k, on applique la formule de Taylor & H(s{,2) entre z et Pz(z) =
h=Y(z(2),¢f,0). Compte-tenu de (5.1), on a, pour tout k > 1,

[H(¢g, 2) = s(z(2), &, 0) < [s(2) — ¢l —r(2).
On a aussi
[s(z(2),¢F,0) — s(z(z),w?,0)] < [¢f — w?|
et donc
|H(E, 2)| < s(z(2), w?,0) + [¢(2) — ¢£| + 6§ — w*| —r(2)
< s(z(2),w?,0)| + [¢(2) — w?| + |[w® = ¢E| — r(2).

De la, d’aprés la définition (9.9) de w?, on a, pour tout k,

|H(sZ,2)| < 6(z,K)+27F
et donc, d’apres (9.8)

|H(¢Z,2)| < 27%= + 27,
On a alors, pour tout k, k < k,,
|H (s, 2)| <27,



DIMENSION DE HAUSDORFF DES ENSEMBLES DE ZEROS 105

On déduit de 14, que, pour tout z de w\h~!(K) et pour tout k, k < k,, on a
92—k
e——
2=k + H(¢Z, 2)

Toujours d’aprés la positivité de Re H, en utilisant (9.10), on conclut, si on note
[a] la partie entiére de a,

R > 1.

k
z kz
Rep(z) > Z A > —2—/\[,61/2].
k=[k./2]

De (9.8), on déduit

1
W et )\[kz/g] ZW((S(Z, K))
ou w(z) tend vers +oo lorsque z tend vers 0, d’aprés la définition de la suite Ag.

Ceci achéve la preuve de la Proposition 9, compte tenu de la définition de §(z, K)
lorsque z n’appartient pas a w.

k. wlogé

10. THEOREME. Soit D un domaine borné strictement pseudoconveze de C™
a frontiére D de classe C™ et p un point de 0D. Soit (w, h) une carte de Darbouz
au voisinage de p dans C™ et K un compact de | —1,1[2"~1x {0} tel que, si on note
E =Z7(K), on ait

(10.1) /O 1 N.(E)de < 0o;

alors h=1(K) est un sous-ensemble fermé de OD qui est l’ensemble des zéros d’une
fonction L de A>®(D). De plus, h='(K) est ’ensemble des zéros communs d L et
d toutes ses dérivées.

PREUVE. Soit ¢ la fonction introduite dans la Proposition 9. Alors, si on pose~
L(z) = exp —p(2), L est holomorphe dans D, de classe C* dans D\h~!(K). En
appliquant une formule de dérivation des fonctions composées, on vérifie comme
dans [6] que, pour tout multi-indice «, il existe une constante C(]a|) telle que,
pour tout z de D\h~!(K), on ait

|D*L(z)| < C(la))|L(2)[6(2, K) 4%
et, de 14, d’apres la conclusion (a) de la Proposition 9
|D*L(z)| < C(|a)[6(z, K))< =KD =4lel,

On en déduit alors que L se prolonge en une fonction de A°°(D) nulle seulement
sur h~!(K) et dont toutes les dérivées s’annulent sur h~!(K).

Division et interpolation.

11. DEFINITIONS ET NOTATIONS. Soit E un sous-ensemble fermé de dD. On
note CP [resp. AY] I'idéal de C>°(D) [resp. A°°(D)] formé des fonctions plates
sur E.

Un sous-ensemble fermé E de A D vérifie la propriété de division par A (D) si et
seulement si pour toute famille (f;);en de fonctions de C%, il existe une fonction
F de A%, nulle seulement sur E et une famille de fonctions (k;);en de Cg telles
que l'on ait f; = Fk;, pour tout z dans N.
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Un sous-ensemble fermé E de D est un ensemble d’interpolation d’ordre infini
pour A% (D) si pour toute fonction g de classe C° dans C™ telle que dg soit plate
sur E, il existe une fonction f de A°°(D) telle que f — g soit plate sur E.

12. PROPOSITION [7]. Un sous-ensemble fermé E de OD est un ensemble
d’interpolation d’ordre infini pour A (D) s’il vérifie la propriété de division par
A>(D).

13. PROPOSITION [7]. Une réunion finie de sous-ensembles fermés de 0D
vérifiant la propriété de division par A (D) vérifie la propriété de division par
A= (D).

14. LEMME DE DIVISION PAR C*®(D) (7, 13]. Soit E un sous-ensemble
fermé de D et (f;)ien une famille de fonctions de Cg. Alors il existe une fonction
g de CF positive et ne s’annulant que sur E et des fonctions (h;)icn de Cg telles
que lon ait f; = gh;, pour tout ¢ dans N.

Si, de plus, f est une fonction de CgP ne s’annulant que sur E telle que l'on ait
g < |f|, alors, il existe des fonctions (k;)ien de CF telles que l'on ait f; = fk;,
pour tout ¢ dans N.

15. LEMME. Soit (w, h) une carte de Darbouz au voisinage d’un point p de 0D
et v:] — 1,1[— Z(] — 1,1[?™) une courbe de classe C* vérifiant 4(0) = 0 telle que,
st on note M = {(z,¢,r);z €] — L, 1[*" 1 ¢ € v(] — 1,1]), r = 0}, M vérifie la
propriété suivante:

(15.1) lespace tangent @ M n’est pas dans le noyau de la forme différentielle
dt—>7, ! z.dy;.

Soit K un sous-ensemble compact de M. Soient a et b deux nombres réels,
0<a<l1, 0<b< 1, vérifiant

(15.2) K c {(z,¢,0),z €] —a,a[*" !, ¢ €~( - b,b)} C] - a,a[>" ' x{0}.

Soit H(¢, z) la fonction construite dans le Lemme 5. Il existe alors un voisinage O
relativement compact de h=1(K) dans w et une application m de classe C*® de O
dans ~] — b, b[ tels que l'on ait

(15.3) m(2) = ¢(2) st z appartient ¢ O Nh™1 (M) et

[H(y(u), 2)| ~ Re H(y(u), 2) + [v(u) — m(2)]
(15.4) pour tout z dans O N D et tout u dans | — b, b|.

PREUVE. Pour tout u de | — 1,1[ on note y(u) = (yi(w),t(w)), ¢t =1,...,n—1,
et on pose, pour tout u de ] — 1, 1] et tout z dans w,

I(u,2) = t(u Z 2)(yi(u) — 4i(2)).

Si h(z) appartient & M, il existe une unique valeur de u dans | — 1, 1[ notée u, telle
que 'on ait ¢(2) = vy(u;). On a alors I(u,,2) =0 et

P —
%I(’U,, z)|u=uz = t,(uz Z y; uz
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On note

M, = {(.’E, §,0);.’E E] - aaa[n’g € ’7(] - b7 b[)}
L’hypothese (15.1) faite sur M implique qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
l'on ait, pour tout z dans h=1(My),

L T

du

On peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites a la fonction I(u, z).
Il existe donc un voisinage O relativement compact de h~!(K) dans w, contenant
h='(M;) et une application p de O dans ] — 1,1[ de classe C*™ telle que ’on ait
(15.6) I(p(z),2) =0 pour tout z de O,

(15.7) p(z) = u, pour tout z de h™1(M).

(15.5) >c.

On note 7 Papplication définie par 7(2) = y(p(2)). Quitte & réduire 0, c’est une
application de classe C*>° de O sur ~(] — b, b]).

Pour tout z de 0, un développement de Taylor de I (u, z) au voisinage de u = p(z)
conduit d’apres (15.6) &

0
(15.8) I(u,2) = [u—p(2)l 5-1(p(2), 2) + O(fu ~ p(2)?).
On peut réduire O en sorte que, d’aprés (15.5), on ait, pour tout z de O,
0 c
. —_— > 2.
(15.9 S 1(0(2),2)| > 5

On déduit alors de (15.8) et de (15.9) qu’il existe une constante n > 0 telle que
lu — p(z)| < n implique |I(u,2)| > |u — p(2)|. On a clairement, par ailleurs,
|7(u,2)] < |u— p(2)]. De la régularité de ~, on conclut donc qu’il existe une
constante 1’ > 0 telle que, pour tout z de O et tout u de | — b, b vérifiant |y(u) —
m(z)| < 7', on ait

(15.10) 1T (w, 2)| ~ [y(u) = 7(2)]

et donc, si H est la fonction associée au compact K introduite dans le Lemme 5,
d’apres (5.5), pour tout z dans OND et tout u de | —b, b] vérifiant |y(u) —7(z)| < 7/,

(15.11) |H(v(u), z)] ~ Re H(y(u), 2) + [y(u) — 7(2)].

Pour tout z dans OND et tout u dans |—b, b[ vérifiant |y(u)—m(z)| > n’ 'équivalence
(15.11) est trivialement vérifiée car H(vy(u), z) ne peut s’annuler que si ¢(z) = y(u)
et dans ce cas ¢(z) = m(2). Ceci établit donc (15.4).

16. COROLLAIRE. Les notations et les hypothéses sont celles du Lemme 15.
On note, pour tout z dans O N D et tout ¢ dans | — 1,1[",

(16.1) 0(¢, 2) = s(2) — ¢I* + s(z(2),¢,0) — 7(2).
On a alors, pour tout z dans O N'D et pour tout u dans | — b, b|,
(16.2) [H(y(u), 2)| = 0(m(2), 2) + |y(u) — m(2)],

(16.3) Re H(y(u), 2) < 0(n(2), 2) + |y(u) — 7(2)]2.
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PREUVE. De (15.4) et de (5.4) on déduit que, pour tout z dans O N D et tout
w dans | — b, b[, on a
(16.4) Re H(y(u), 2) ~ [¢(2) — 1(w)[? + s(2(2),7(w),0) — 7(2)
et
(16.5)  [H(v(u),2)| ~ [¢(2) — (w)[* + s(z(2),7(u),0) = r(2) + |y(u) — 7()].
On note pour tout z fixé dans O N D
(16.6) 7(5) = 5(2(2),6,0) + [s(2) = ¢I? = r(2).
On applique une formule de Taylor & la fonction 7 entre y(u) et 7(z). On a alors
7(7(w)) = 7(n(2)) + (grad 7(n(2)), 7 (w) — 7(2)) + O(|7(u) — 7(2)I?),
d’ou
7(v(w)) < 7(n(2)) + |grad 7(m(2))||y(u) — 7(2)| + O(|y(w) — 7(2)]?),
et donc, puisque d’aprés la définition de (16.6) de 7 on a
|grad 7(m(2))| < |grad s(z(2), 7(2),0)| + 2|7 (2) — ¢(2)I,
on conclut, en utilisant la propriété (3.4) de s, a l'ordre 1,
(16.7) 7(y(u) < 7(n(2)) + [y(u) - 7(2)]%.
Ceci, compte tenu de (16.4), (16.5) et (16.6), établit (16.3) ainsi que la majoration
de |H(~(u), )| dans (16.2).
Pour obtenir la minoration de |H(~(u), z)|, on échange les roles joués par ~(u)
et 7(z). On a

(16.8) 7(v(w) > 7(n(2)) = |y(u) - 7(2)[?
et, d’apreés (16.5) et (16.6)

[H(v(w), 2)] > 37(v(w) + [4(u) = 7(2)],
ce qui donne en utilisant (16.8)

[H(y(u), 2)| > 7(m(2)) + |7(u) — 7(2)].
Ceci acheve la preuve de (16.2).

17. PROPOSITION. Les notations et les hypothéses sont toujours celles du
Lemme 15. On note E la projection Z(K) de K sur ~(] — b,b[) et on suppose
de plus que l'on a

(17.1) /OT Ne(B,NE)e < r (log% + O(l)) ,

pour tout r, 0 < r < 1, et toute boule euclidienne B, de rayon r centrée > sur E.
Il existe alors une fonction v holomorphe dans D, de classe C*®° dans D\h~1(K)
qut vérifie les estimations suivantes

1 -1
(17.2) Rev(z) > logm + O(1), pour tout z de D\h™"(K),

1 B\ 41
(17.3) Rey(z) < lOgm—) + O(1), pour tout z de D\h™" (K),

(17.4) |D*y(2)| < C(|a])b(z, K)~20e+1) " pour tout multi-indice de longueur
la| et tout z de D\h™!(K)
(8(2,K) a été défini dans le paragraphe 8).
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PREUVE. La condition (17.1) implique la condition (9.1), & savoir fo (E)de <
00, qui s’écrit encore avec la notation Ny = Ny« (E)

oo
Z 2 kN, < 0.
k=1

Soit 1 la fonction définie sur D par

oo N

z) ZZ?’C-FHS‘]C,Z)

k=1j7=1

ou H est la fonction introduite dans le Lemme 5 et ou, pour chaque entier k,
(¢k), 7 =1,..., Ng, désigne la suite des centres des boules Bj, 7 = 1,..., Nk,
d’un 2~ *-recouvrement de E. On sait que, par définition, ¢,k appartient & E. On
vérifie, comme dans la preuve de la Proposition 9, que ¢ est holomorphe dans D,
de classe C*™ et de partie réelle strictement positive dans D\h~!(K) et satisfait
aux estimations (17.2) et (17.4) de la proposition.

On se propose maintenant d’obtenir 1’estimation (17.3). On a, pour tout z de
D\h™'(K),

_ 2% + Re H(¢; k, 2)
k J,K
Rey(z 22 Z|2k+H]k, SIS

De la, en utilisant le Corollalre 16, si z est dans 6 et si on suppose que l'on a
0(n(z),2) < 1, on obtient

Ni

—eX~ 27+ 0(n(2), 2) + Ik — ()12
Redlz <<E2 Zz—zuew P H ok = 7P

et donc

2k 4 0(n(2), 2
(175)  Rey(2) < O(1 +Z2_k22 =2k 1 g(n(2 ;Lz)(zil)gj,:—vr(Z)lz'

k=1 7=1

La majoration (17.5) ainsi obtenue est semblable & la majoration (9.4) obtenue dans
[7]; on poursuit la preuve de fagon analogue en faisant jouer a 8(w(z), 2) le role joué
par p(m(z), 2) dans [7].

On considére deux cas en notant

(17.6) 0(B,2) = inf 0(s. 2).

Premier cas: 0(m(z),z) > 6(E,2)%. On obtient alors en poursuivant le calcul
comme dans (7]

(17.7) Re¢(z) < log 7 + 0(1) < log 3 +0(1)

_ 1
(m(2), 2) (2, K)

car, clairement, on a pour tout z de D, 8(n(z),2) > 6(z, K)?.
Deuziéme cas: 0(n(z2),z) < 0(E,2)?. On a alors, pour tout k et pour tout 7, en
utilisant (16.7)

0(m(2),2) < 0(s;k,2)% < O(7(2),2)? +|7(2) — ¢l
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donc
6(n(2), 2) < 6((2),2)* + In(2) — Gkl
et donc, d’apres (17.5)
2—k
2F +Tn(z) — Gl

oo Ny
Rey(z) < O(1) + Y 27}~

k=1 =1
on a alors comme dans le deuxiéme cas de la preuve de la Proposition 9 de [7]

< O(1)+ log—l—

Re~(z) < O(1) +logd 6(z,K)

1
(r(2), E)
car on a, pour tout z de D, d(n(z), E) > §(z, K).
18. THEOREME. Soit D un domaine borné strictement pseudoconveze de C"
a frontiére 0D de classe C™ et p un point de dD. Soit (w, h) une carte de Darbouz
au voisinage de p dans C™ et v:] — 1,1[— Z(] — 1,1[2") une courbe de classe
C> vérifiant 4(0) = O telle que, st on note M = {(z,¢,7r); = €] — L, 1[*" 1, ¢ €
~(] = 1,1),7r = 0}, M vérifie la propriété suivante:

(18.1) l’espace tangent ¢ M n’est pas dans le noyau de la forme de contact
dt — Y0 zidy;.

Soit K un sous-ensemble compact de M tel que, si on note E la projection Z(K)
de K sur (] — b,b]), on ait

(18.2) /(: Ne(B,NE)de < r (log% + O(l))

pour tout r, 0 < r < 1, et toute boule euclidienne B, de rayon r centrée sur E.
Alors h=Y(K) a la propriété de division par A® (D).
PREUVE. Soit (f;)ien une famille de fonctions de Cp2, (K)* On lui applique
le Lemme 14 de division dans C*°(D); il existe donc une fonction g de C,f‘il( K)
positive et ne s’annulant que sur h~!(K) et des fonctions (h;)en de C2, (k) telles
que I'on ait, pour tout ¢ de N, f; = gh;. On peut supposer SUP;p g(z) <1/2.
On pose f = go h™!; f est une fonction de C{, positive et ne s’annulant que

sur K. On peut donc lui appliquer le Lemme 3; il existe une fonction s de Cg
vérifiant les conclusions du Lemme 3 et en particulier, pour tout (p,z) de N x R?"

(35) f(z) < C(p)s(z)*.
On déduit, de 13, que pour tout (p,z) de N x D, on a
(18.3) 9(2) < C'(p)(z, K)P,

ou 8(z, k) est définie & partir de s par (8.1).

C’est, cette fonction s particuliére qui sert également a définir la fonction H
dont 'existence est assurée par le Lemme 5 et c’est a partir de la fonction H ainsi
obtenue que ’on définit la fonction ¢ holomorphe dans D, de classe C* dans D\ E
qui vérifie les conclusions de la Proposition 17 en particulier

(17.3) Re(z) < log 6(—2}?{—) +O(1) pour tout z de D\h™}(K).



DIMENSION DE HAUSDORFF DES ENSEMBLES DE ZEROS 111

De (18.3), on déduit que si on pose § = log 1/g, il existe une fonction w(t) tendant
vers +o00 lorsque t tend vers 0 telle que 'on ait
1 —
(18.4) 6(z) > w[6(z - K)]log —— pour tout z de D\h™*(K).
6(z,K)

On poursuit alors cette preuve comme celle du Théoréme 12 de [7] et on conclut
qu’il existe une fonction F' de A°(D) plate sur h~1(K) et ne s’annulant que sur
h=1(K), vérifiant g < |F| sur D\h~!(K). Il existe donc, toujours d’aprés le Lemme
14, des fonctions k; de Cp° LK) telles que ’on ait, pour tout z de N, f; = Fk;. On
vérifie, ici aussi, que, pour tout 7, k; appartient & 'adhérence dans C*>(D) de
A*(D) - f;.

19. COROLLAIRE. Sous les hypothéses du Théoréme 18, h~1(K) est un ensem-
ble d’interpolation d’ordre infini pour A% (D).

PREUVE. Il s’agit la d’'une conséquence de la Proposition 12 et du Théoréme
18.

20. REMARQUE. L’hypotheése 18.2 du Théoreme 18 est évidemment vérifiée
par un compact K dont la projection est réduite a un point.

21. COROLLAIRE. Soit A un sous-ensemble fermé de D localement inclus
dans une sous-variété 0D, de classe C*°, intégrale de la structure de contact sur
0D, c’est-a-dire, tel que, pour chaque point p de A, il existe un voisinage ouvert w
de p et N une sous-variété de 3D Nw, intégrale de la structure de contact sur 0D
contenant ANw. Alors A vérifie la propriété de division par A> (D).

PREUVE. On peut écrire A = UleAi, ou, pour chaque z, 1 = 1,...,k, il existe

une carte de Darboux (w;, h;) telle que ’on ait

A; C h7Y{(z,0), z €] - 1,1["}.
Alors, de la Remarque 20 et du Théoréme 18 on déduit que, pour tout z, ¢ =
1,...,k, A; a la propriété de division par A*°(D) et on conclut a laide de la
Proposition 13.

22. DEFINITION. On dit qu’un sous-ensemble fermé A de D est un ensemble
pic pour A®(D) s'il existe une fonction f de A (D) telle que 'on ait f =1 sur A
et |f| < 1sur D\A.

On rappelle [5] qu’un ensemble pic pour A (D) vérifie les hypotheses du Corol-
laire 21.

23. COROLLAIRE. Une réunion finie d’ensembles pics pour A (D) a la pro-
priété de division par A (D).

Ceci généralise un résultat de J. Bruna et J. M. Ortega [2].

Dimension de Hausdorff. On note ¥ (E) la dimension de Hausdorff d’un sous-
ensemble compact E de R.

24. LEMME. Il existe un compact E de [0, 1] vérifiant les propriétés suivantes
(a) ¥(E) =1,
(b) Il existe des constantes C et C’ telles que, pour tout intervalle I de longueur
[I| <1, on ast
1] 1
NAENI)de < C|I| + C’lIllogl—ﬂ.
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PREUVE. Soit £ un réel, 0 < £ < 3. On considére I’ensemble de Cantor E(¢)
construit sur [0, 1] et de rapport de dissection . On sait [10] que I'on a

(24.1) E(§) =[] E(n,€),
n=0

ol E(n, &) est formé de 2™ intervalles fermés disjoints E(k,n, £) de longueur £™,
(24.2) X[E(&)] = —log2/log €.
On vérifie alors I'inégalité

1
(24.3) %1—_175 < /O N.(Ee)de < %%
Soient a et b deux réels, a > 0, on note
(24.4) aE(¢)+b={ax+ b,z € E(§)};
on a, pour tout € > 0,
(24.5) Noe(aE(E) +b) = Ne(E(€)).

Soit I un intervalle de [0, 1] de longueur » < 1 et n un entier positif ou nul tel que
l'on ait "t <r< €™ Ona

INE(€) C E(ky,n, &) U E(kg,n, €)

pour k; et ko convenables dans [0,2™ — 1] N N.
Du procédé de construction de E(&), on déduit

4
INE@) c|JEMK,n+1,6), kel0,2"' —1]nN,
et donc, en utilisant la propriété d’homogénéité de E(£) et (24.4),
4
(24.6) INE) c|JEME@©) +b

oules b;, 1 =1,...,4, sont des réels convenables.
Pour tout £, 0 < € < r, on a d’aprés (24.5) et (24.6)

>

N(INE(¢) Z (EVTLE(€) + b;) < AN, jens1(E(E)).

De 13, en utilisant la décroissance de la fonction ¢ — N.(F), on obtient, pour tout
£ 0<E< %, pour tout intervalle I de longueur r < 1 et tout €, 0 < e < r,

(24'7) NE(IO E(f)) < 4Ne/r(E(£))'

Soit maintenant (&, )nen une suite croissante de nombres réels positifs convergeant
vers % et (an)neN une suite strictement décroissante de réels convergeant vers 0 et
vérifiant ag = 1. On note E = |J;-; a,E(&,). On a, pour tout n,

H(E) > H(anE(&n)) = H(E(&n)) = —log 2/log &n
et donc ¥(FE) = 1. Ceci établit (a).
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Pour prouver (b), on remarque que, pour tout intervalle I de longueur r < 1 et
tout e, 0<e<r,ona

N.(INE)<1+4 Y Ne(INa,E(&))+ D Ne(INanE(£n))

5<an<7' an>rT
<1+ ) NeanE(€) + Y Nelan(In N E(£0)))
e<an<r an>rT

oll, pour chaque n, I, est un intervalle convenable de longueur r/a,. On a, d’aprés
(24.5),

NINE) <14 D Neao(B(6n) + Y Neja,(In 0 E(6n))-

e<an<r an>r

D’apres (24.7) appliqué aux intervalles I,, de longueur r/a, < 1, on déduit

NE(IOE) < 1+ Z Ns/an(E(fn)) +4 Z Ne/r(E(gn))

e<an<r an>T
et donc
/N (INEYe <r+ Z/ e/an E(&n) d€+42/ NE/T (€n))de
an<r an>r
<T+Zan/N (En))de+4 Y r /N (€n))d
an<r an>rT

On conclut d’apres (24.3)

1
/N (INE)de<r+2» —— 1_25 +8r ) TR

an<r an>T

Si on choisit a, = e et & = (n + 1)/2(n + 2), on vérifie qu’il existe deux
constantes C' et C’ telles que 'on ait

/ Ne(INE)de <Cr+C'rlog1/r.
0

25. THEOREME. Soit D un domaine borné de C", a frontiére D de classe
C, 1l existe sur 0D des ensembles de zéros et des ensembles d’interpolation pour
A>®(D) de dimension de Hausdorff n.

PREUVE. Il s’agit 14 d’une conséquence des Théoréemes 10 et 18 et du Lemme
24.

REMARQUE. Les méthodes développées dans les deux premieres parties de ce
travail s’appliquent & A(D), la classe des fonctions holomorphes dans D et continues
dans D. Dans ce cas en effet les sous-ensembles de zéros et d’interpolation sont
les mémes. On obtient ’analogue du Théoréme 10 pour A(D) en remplacant la
condition (10.1) par la condition: “pour tout ¢, il existe un recouvrement fini de E
par des boules euclidiennes centrées sur E dont la somme des rayons est inférieure
ae’.

Ce résultat généralise le Théoreme (3.1) de [8].
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