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L'ESPACE DES ARCS D'UNE SURFACE

ROBERT CAUTY

Abstract. We prove that, for any surface M , the space of arcs contained in

M, with the topology induced by the Hausdorff distance, is homeomorphic to

M x Z°° , where I = {(x,) € /2/£°?,(i'x,)2 < co} .

1. Introduction et préliminaires

Tous les espaces considérés ici sont supposés métriques separables et munis

d'une distance d fixée, mais arbitraire, sauf indication contraire. Nous noterons

C(X) l'espace des sous-continus de X muni de la topologie définie par la dis-

tance de Hausdorff associée à d; il est connu que la topologie ainsi obtenue sur

C(X) ne dépend pas du choix de d. Soit a(X) le sous-ensemble de C(X) formé

des continus homéomorphes à un arc. S. B. Nadler Jr. a demandé [9, p. 606] si

l'on pouvait trouver un modèle bien compris de a(R2). Nous allons donner ici

un tel modèle pour a(M) quand M est une surface quelconque. Considérons

le sous-espace suivant de l'espace de Hubert l2: X = {(*,-) G l11lZ%i(íxí)2 <
00} ; soit X°° le produit d'une infinité dénombrable de copies de X. Nous

démontrerons le résultat suivant:

1.1.   Théorème. Pour toute surface M, avec ou sans bord, a(M) est homéo-

morphe à M x X°° .

La démonstration utilise une caractérisation de X°° due à Bestvina et

Mogilski, que nous rappellerons dans le §2.

La distance sur un espace métrique sera toujours notée d, et la distance de

Hausdorff associée sur C(X) sera toujours notée p. Si A et B sont des sous-

ensembles de X, nous poserons d(A, B) = infû6/1 ft€5 d(a, b) ; si A = {x},

nous écrirons d(x, B) au lieu de d({x}, B). Si C est un élément de C(X) et

K un sous-ensemble de C(X), nous poserons p(C, K) = infog* p(C, C).

La boule ouverte (resp. fermée) décentre x et de rayon e sera notée B(x, e)

(resp. B(x, e)). Si e = 0, B(x, e) = {x}. La boule ouverte de centre C et de

rayon e dans C(X) sera notée BP(C, e).

Si A' et y sont des espaces métriques, nous noterons fê(X, Y) l'espace

des fonctions continues de X dans Y avec la topologie compacte ouverte,

laquelle coïncide, dans les cas particuliers utilisés ci-dessous, avec la topologie

de la convergence uniforme sur tout compact de X. Une fonction /: X —» Y

est appelée un plongement si c'est un homéomorphisme de X sur f(X). Une
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fonction /: X —* Y est dite fermée au-dessus d'un sous-ensemble A de Y

si, pur tout a dans A et tout voisinage U de f~l(a) dans X, il existe un

voisinage V de a dans Y, tel que f~l(V) c £/ (cette définition implique que

si un point de A n'est pas dans f(X), il n'appartient pas à la fermeture de

/(*))■
Nous noterons id*, ou simplement id, l'identité de X. Nous noterons i

l'intervalle [0, 1]. Une homotopie est une fonction continue h: X x i -> y.

Pour une telle homotopie, nous noterons ht la fonction /z,(x) = h(x, t) de X

dans y.
Soit %/ = {Ua/a e A} un recouvrement ouvert d'un espace X. Pour tout

sous-ensemble K de X, nous noterons St(K, ^) la réunion des éléments de

^ rencontrant K, et nous poserons St(^) = {St([/Q, ^)/a e A}.  Si / et

g sont deux fonctions de Y dans X, nous dirons que / est ^-proche de g

si, pour tout y dans y, il y a un élément de % contenant à la fois f(y) et

g(y).
Nous utiliserons des méthodes développées dans un article précédent [3], dont

nous rappellerons quelques résultats. Nous regardons la sphère de Riemann,

munie de sa structure conforme habituelle, tantôt comme le compactifié Cu{oo}

du plan complexe, tantôt comme la sphère unité S2 = {x = (xi, x2, x^) e

R3/x2 + x2 + x\ = 1}, les deux étant identifiés par projection stéréographique

depuis le pôle nord (0,0, 1 ). Soit D le disque unité ouvert de C ; pour

0_ < / < 1, posons S(t) = {z G C/\z\ = t} B(t) = {z e C/\z\ < t} et

B(t) = {z e C/\z\ < t} . Notons S1 le bord de D.
Soit c.e.(5'2) le sous-ensemble de C(S2) formé des continus cellulaires, et

soit c.e.*(5'2) le sous-ensemble de c.e.(S2) formé des continus non dégénérés.

Posons c.e.(D) = c.e.(S2) n C(D) et c.e.*(D) = c.e.*(S2) n C(D).

Fixons un point po de C\D. Pour C dans c.e.*(D), soit fc l'unique

représentation conforme de D sur S2\C vérifiant fc(0) = Po et /¿(O) > 0
(voir [12, Théorème 1.3, p. 13]).

1.2. Lemme. La fonction F: c.e.*(D) —> W(D, S2) définie par F(C) = fc est
continue.

Ceci est prouvé au début de la démonstration du Lemme 3.2 de [3].

Soit c.e.v(S2) le sous-ensemble de c.e.(S2) formé des continus non dégéné-

rés dont l'intérieur est vide, et soit c.e.v(D) = c.e.,,^2) n c.e.(D). Définissons

une fonction n: c.e.„(D)x]0, 1] —> C(S2) par

n(c,i) = c,     u(c,t) = fc(S(t)) sio</<i.

1.3. Lemme. La fonction H est continue.

C'est le Lemme 6.2 de [3].

2. Caractérisation de X°°

Rappelons d'abord quelques définitions. Soit X un rétracte absolu de voisi-
nage. Un sous-ensemble F de X est appelé un Z-ensemble dans X s'il est

fermé et si, pour tout recouvrement ouvert % de X, il existe une fonction

continue f de X dans X, ^-proche de id a- , telle que f(X) c X\F. F

est un Z-ensemble au sens fort si, de plus, il est toujours possible de choisir la

fonction / de façon que f(X)C\F = 0 . En général, ces deux notions diffèrent
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(voir [1]); cependant, lorsque X est une /2-variété, tout Z-ensemble dans X

est un Z-ensemble au sens fort [5]. Il est connu [2, Corollaire 1.2] qu'un fermé

F d'un rétracte absolu de voisinage X est un Z-ensemble au sens fort si, et

seulement si, il existe une homotopie h: X x i —► X vérifiant (i) ho = id, (ii)

ht(X) c X\F pour tout t > 0, et (iii) h est fermée au-dessus de F ; ceci

s'applique donc à tout Z-ensemble d'une /2-variété. Il est aussi connu que, si

F est un Z-ensemble dans X et U un ouvert de X, UHF est un Z-ensemble

dans U. Une fonction f:C^>X est appelée un Z-plongement si c'est un

plongement et si f(C) est un Z-ensemble dans X.

Nous noterons &~a/¡ la classe de tous les espaces métriques separables qui sont

des Faö absolus. Un rétracte absolu de voisinage X est dit ^¿-universel si,

pour tout espace C appartenant à &~aô , toute fonction continue /: C —> X, et

tout recouvrement ouvert ^ de X, il existe un Z-plongement g: C —> X qui

est ^"-proche de f; X est dit fortement ^¿-universel si, pour tout espace C

appartenant à &¿¿, tout fermé £ de C, toute fonction continue /: C —> X

dont la restriction à E est un Z-plongement, et tout recouvrement ouvert %

de X, il existe un Z-plongement g : C -> X que est ^-proche de / et vérifie

g\E = f\E.

2.1. Lemme. Un rétracte absolu X appartenant à 3„ä est homéomorphe à X°°

si, et seulement si, il vérifie les deux conditions suivantes :

(Cl) X est fortement ^¿-universel,

(C.2) X = U^! X„ , où chaque X„ est un Z-ensemble au sens fort dans X.

Ceci est un cas particulier du Théorème 6.5 de [2] (la discussion, pp. 310-311

de [2], montre que X°° est homéomorphe à l'espace noté Q2 dans [2]).

Les conditions (Cl) et (C.2) peuvent être simplifiées lorsque, comme ce sera

le cas ici, X peut être plongé dans un espace L de façon que le couple (L, X)

vérifie l'hypothèse suivante:

(H)      L est homéomorphe à l2 et il existe une homotopie h: L x i -> L

vérifiant (i) ho = id et (ii) ht(L) c X pour t > 0.

2.2. Lemme. Sous l'hypothèse (H), tout Z-ensemble dans X est un Z-ensemble

au sens fort dans X .

C'est une conséquence de la Proposition 1.7 de [2].

2.3. Lemme. Sous l'hypothèse (H), la condition (Cl) résulte de la suivante:

Pour tout sous-ensemble ouvert U de L, tout recouvrement ou-

ïr \i\ vert "^ de U et tout sous-ensemble F de U de type FaS, il

*•  '   '    existe un Z-plongement g de U dans U vérifiant (i) g est

*U-proche de id^ , et (ii) g(U)nX = g(F).

Démonstration. Compte tenu du lemme précédent et de la Proposition 2.2 de

[2], il suffit de montrer que tout ouvert U de X est ^¿-universel. Soient

C un espace appartenant à 3~as , f une fonction continue de C dans X et

ff = {Uj\ j z J) un recouvrement ouvert de X. Pour tout j dans /, soit U'¡

un ouvert de L tel que [/• n X = U¡, et soit U' = U; U'j > c'est un ouvert de L

vérifiant U' n X = U . Soit 'V un recouvrement ouvert de U' tel que Si(y)

soit plus fin que W = {U}\ j e J}.
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D'après le Lemme 3.8 de [10], il y a un plongement gi de C dans U' qui

est ^-proche de / (l'hypothèse que l'espace de départ Y est complet dans

l'énoncé du Lemme 3.8 de [10] n'est pas utilisée dans la démonstration). Alors,

gi(C) est un Fa¡ dans U1, donc la condition (Cl'), appliquée à U1, fournit

un Z-plongement g2 de U' dans U' vérifiant

( 1 ) g2 est ^-proche de id(y ,
(2) g2(U')nX = g2(gi(C)).
Soit g = g2 o gi. D'après (2), g2 est un plongement de C dans X qui,

d'après (1), est ^-proche de gi , donc 'if-proche de f. Puisque g2(U') est

fermé dans U', g(C) = g2{U') n X est fermé dans U. Pour voir que g(C)

est un Z-ensemble dans U, soit %? = {Hm\ m G M} un recouvrement ouvert

de U. Pour m dans M, soit H'm un ouvert de U' tel que H'm n X = Hm ;

posons %" = {H'm\ me M) et Ü' = IJm H'm • H> est un ouvert de U' tel que

H' n X — U. Soit X un recouvrement ouvert de H' tel que St(^) soit plus

finque %". Puisque g2(U') est un Z-ensemble dans U', g2(U') H H' est

un Z-ensemble de la /2-variété Ü'. Nous pouvons donc trouver une fonction

continue ki de Ü' dans Ü', Jf-proche de id//>, telle que la fermeture R de

ki(H') dans Ü' soit disjointe de g2(U') n Ü'. Nous pouvons donc trouver un

recouvrement ouvert J2\ de H', plus fin que 5? et tel qu'aucun élément de

St(^î) ne rencontre à la fois R et g2(U'). Il est possible de construire une

fonction continue a: H' —»]0, 1] telle que, pour tout x dans H', h(x, a(x))

appartienne à H'nX et que, définissant k2 par k2(x) = h(x, a(x)), la fonction

k2 soit ^¡-proche de ki , ce qui, d'après le choix de ¿%[, entraîne k2oki(H') c

(H'\g2(U'))r¡X. Alors, la restriction k de k2ok\ ä U est ^-proche de id¡y

et vérifie k(U) c U\g2(U') = U\g(C), ce qui montre que g(C) est un Z-
ensemble dans U, donc que U est &¡,g -absorbant, d'où le lemme.

Une X°° -variété est un espace métrique dont tout point a un voisinage homé-

omorphe à un ouvert de X°° .

2.4.   Lemme. Deux ~L°°-variétés sont homéomorphes si, et seulement si, elles

ont le même type d'homotopie.

Ce résultat est implicite dans la démonstration du Corollaire 5.6 de [2] où il

est prouvé que si X est une X°°-variété et K un complexe simplicial localement

fini ayant le type d'homotopie de X , X est homéomorphe à K x X°° .

3.  DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1.1 QUAND LE BORD DE  M  EST VIDE

Tout arc J contenu dans M a, dans M, un voisinage ouvert E homéo-

morphe à D. Alors, a(E) est un voisinage de J dans a (M) homéomorphe

à a(D). D'après le Lemme 2.4, il suffit, pour prouver le théorème, de montrer

que a(D) est homéomorphe à X°° et que a(M) a le type d'homotopie de M.

3.1.   Lemme. Il existe une homotopie 8: c.e.*(D) x i —► c.e.*(D) vérifiant

(i)   60 = id,
(ii)   Q,(c.e.*(D)) c a(D) pour tout t > 0.

L'existence de O est prouvée dans [3] (Lemme 5.2) quand a(D) est rem-

placé par l'espace P(D) des pseudo-arcs contenus dans D. La démonstration

n'utilise aucune propriété particulière au pseudo-arc et s'applique d'une façon

générale lorsque P(D) est remplacé par l'espace K(D) des sous-continus de D
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homéomorphes à un élément fixé K de c.e.*(D) (il suffit de remplacer, dans la

démonstration du Lemme 5.1 de [3], le pseudo-arc Po par une copie A^o de K

contenant les deux points a et b).

3.2. Lemme. Pour toute surface sans bord M, a(M) est un rétracte absolu de

voisinage qui a le type d'homotopie de M.

Démonstration. Puisque c.e.*(D) est un rétracte absolu de voisinage [3, Lemme

4.1], l'existence de l'homotopie 8 du Lemme 3.1 implique que a(D) en est

un aussi (utilisier le Théorème 6.3, pp. 139-140, de [6]). Puisque a(M) est lo-

calement homéomorphe à a(D), c'est aussi un rétracte absolu de voisinage.

Pour voir qu'il a le type d'homotopie de M, il suffit de remarquer que la

démonstration due Lemme 7.1 de [3], qui prouve le résultat analogue pour

l'espace P(M) des pseudo-arcs de M, s'applique sans changement à a(M).

Il ne reste donc plus qu'à vérifier que a(D) est homéomorphe à X°° . Puisque

c'est un rétracte absolu d'après le Lemme 3.2 et qu'il appartient à !FaS [7], il

suffit donc de montrer qu'il vérifie les conditions (Cl) et (C.2) du Lemme 2.1.

3.3. Lemme. Le couple (c.e.v(D), a(D)) vérifie l'hypothèse (H).

Démonstration. Que c.e.v(D) soit homéomorphe à l2 résulte du Lemme 6.3 de

[3] et du fait que, d'après le Lemme 5.2 de [3], tout sous-ensemble de c.e.*(D)

contenant P(D) a le type d'homotopie de c.e.*(D), donc est contractile (d'après

les Lemmes 3.3 et 7.1 de [3]). Pour l'homotopie h demandée dans l'hypothèse

(H), il suffit de prendre la restriction à c.e.„(.D) de l'homotopie 8 du Lemme

3.1.

D'après le Lemme 2.3, la condition (Cl) pour a(D) résultera de l'affirmation

suivante qui sera prouvée au §5.

Affirmation \. Le couple (c.e.v(D), a(D)) vérifie la condition (Cl').

Pour étudier la condition (C.2), nous avons besoin d'une définition. Soit

e > 0 ; un arc J contenu dans un espace métrique X est dit e-sinueux si, quels

que soient les points distincts p et q de J , il existe dans J des points r et 5
entre p et q , tels que r soit entre p et 5 et que d(p, s) < e et d(q, r) < e .

Nous noterons Z£ l'ensemble des arcs contenus dans D qui ne sont pas e-

sinueux. Il est connu que Z£ est fermé dans a(D) (voir la démonstration de

(19.3) de [9]).

Affirmation 2. Pour tout e > 0, Z£ est un Z-ensemble dans a(D).

Cette affirmation sera prouvée au §6. Puisque, évidemment, a(D) =

\\nZi¡„, elle implique, d'après le Lemme 2.2 que a(D) vérifie la condition

(C.2). Sa démonstration achèvera donc de prouver le Théorème 1.1 quand le

bord de M est vide.

4. Deux constructions auxiliaires

Nous construirons aux Lemmes 4.1 et 4.2 deux fonctions dont nous avons

besoin pour prouver l'affirmation 1. Commençons par quelques définitions. Si

J est un arc dans K2 et tu : [a, b] —> J une paramétrisation (biunivoque)

de J , nous dirons que w est une paramétrisation C1 si g; est continuement

derivable et si co'(t) ^ 0 pour tout t (au point a (resp. b), co'(t) désigne la

dérivée à droite (resp. gauche)). Nous dirons que a> est une paramétrisation
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C1 par morceaux s'il existe des points a = to < ti < ■ ■ ■ < t„ = b tels que la

restriction de œ à [/,, i,+i] (0 < i < n) soit une paramétrisation C1 pour

tout i (en un point /, avec 0 < i < n, a> a donc des dérivées à gauche et à

droite nonnulles).

Soit K un compact de R2. Nous noterons A(K) l'ensemble des points x

de K qui ont dans K un voisinage / qui est un arc contenant x dans son

intérieur (donc, si K est un arc d'extrémités y, z , A(K) = K\{y, z}). Nous

noterons R(K) le sous-ensemble de A(K) formé des points x ayant dans K un

voisinage J qui est un arc admettant une paramétrisation C1 par morceaux,

et nous noterons V(K) le sous-ensemble de R(K) formé des points x tels

qu'aucun voisinage J de x dans K homéomorphe à un arc n'admette une

paramétrisation C1 (donc, si x G V(K), il y a un voisinage J de x dans K

qui est un arc admettant une paramétrisation C1 par morceaux u> : [a, b] —► J ;

si io est le point de ]a, b[ tel que co(to) = x, ai a en to des dérivées à gauche

et à droite non nulles et distinctes). Enfin, nous poserons N(K) = A(K)\R(K).

Il est clair que, si / est un difféomorphisme défini sur un voisinage de K et à

valeurs dans R2 , et si K' = f(K), alors A(K') = f(A(K)), R(K') = f(R(K)),
V(K') = f(V(K)) et N(K') = f(N(K)) ; c'est cette remarque évidente qui nous

permettra de distinguer les ensembles dans la démonstration de l'affirmation 1.

Posons E = [-\, l]x[-l, l]cR2c5'2 = R2U{oc}, E+ = [0, l]x[-l, 1]

et E- = [-1, 0] x [-1, 1]. Soient c.e.„(£) = c.e.„(S2) n C(E) et c.e.v(E+) =

c.e.v(S2)nC(E+).

4.1. Lemme. Soient X un espace métrique et F un sous-ensemble de X de

type Fag . Alors, il existe une fonction continue V: X —► c.e.v(E+) vérifiant

(i) si x appartient à F, T(x) est un arc,

(ii) si x n'appartient pas à F, T(x) n'est pas localement connexe,

(iii) pour tout x dans X, ^(r(x)) = R(T(x)).

Démonstration. La démonstration qui suit est une adapation d'un argument

d Mazurkiewicz [8]. Supposons la distance d de X bornée par 1, et soit

F = HÍ i Ur=i Fk > où les Fk sont des fermés de X vérifiant F¿ c F¿+1 quels
que soient i et k. Pour x dans X, posons

r'k(x) = 2"'' + 2-(i+2k+l) d(x, F¿),    s'k(x) = 2~l + 2^i+2k'> d(x, F¿).

Alors

(1) si X€F¿, r>k(x) = 2-¡ = s'k(x),

(2) si x i F', 2"' < 4+1(x) < r[(x) < slk(x) < 2"' + 2-('+2/c» < 2-<'-1>.

Il en résulte que les intervalles ]r'k(x), s'k(x)[ sont, pour x fixé, deux à deux

disjoints. Déplus, pour / fixé, un point x appartient à U^Li Fk si, et seulement

si, seul un nombre fini d'intervalles ]r'k(x), s'k(x)[, k > 1, sont non vides. Pour

x dans X, définissons une fonction (non continue) gx: [0, 1] -» [0, 1] par

fo(0) = 1,
oo

gx(t) = 1 - 2-C-1'    pour 2-'< i < 2-C-"    et   11 \J]r'k(x), s'k(x)[,

n(t-r'(x))^
gx(i) = l-2-('-,) + 2-

sUx)-r'.(x)
si/G]r'(x),5!(x)[.
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Soit Ki(x) = {(t, gx(t))\0 < t < 1} le graphe de gx , et soit K2 = lJ^il/2'}

x [1 - 2-(''-1', 1 - 2"']. Posons T(x) = Ki(x) UK2. Il est facile de vérifier que
T est continue et vérifie les conditions (i), (ii) et (iii).

Nous regarderons le cube de Hubert comme le produit Q = n^li h, où

h = [0, 1] pour tout n. Pour q = (q„) dans Q, nous noterons Mo(q) (resp.

Mi(q)) l'ensemble des indices n tels que q„ = 0 (resp. q„ = 1).

4.2.   Lemme. Il existe une fonction continue A: Q —» C(£'+) vérifiant

(i)  A(c7) esi u« arc 5/, et seulement si, Mx (q) = 0,

(ii) 5/ Mi(^) ^ 0, A(#) sépare S2,

(iii) ii 67 ei q' sont deux points de Q tels qu 'il existe des difféomorphismes

f et f définis sur un voisinage de E+ et vérifiant f(A(q)) = f'(A(q')), alors

Mo(q) = M0(q') et Mx(q) = Mx(q').

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous identifierons i au segment

[0, 1] x {0} de E+ et le réel a de i au point (a, 0). Soit {an}^=i une suite

de points de i convergeant vers zéro et vérifiant 0 < an+i < a„ < 1 pour tout

n . Choisissons des nombres rjn > 0 de façon que an+i + nn+i < a„ - t]n pour

tout n et que ai + t]i < 1. Posons

J„ = Ut,(t-an)sin  j^-  \    an-nn<t<an + nn\        (n>l).

(Nous convenons que (t - a„) sin[nr]„/(t - an)] = 0 si t = an .) Soit

Jo = ( A LJia" - f» ' a" + f»U u ( U J" ) ■

Il est facile de voir que io est un arc vérifiant

(1) N(J0) = {a„/n=l,2,...},

(2) V(J0) = {an±rin/n = l,2,...}.

Pour n > 1, prenons des nombres b„, c„ vérifiant an+i + f7„+i < b„ <

cn < an + t]n . Soient dn le milieu du segment [b„, cn] et e„ le milieu du

segment [b„ , d„]. Soient Ln le demicercle de diamètre [bn , c„] situé dans le

demi-plan supérieur. Pour 0 < 0 < 1 , soit r„(0) le point de Ln tel que l'angle

cnd„rn(6) soit égal à On, et soit L„(0) l'arc de L„ d'extrémités c„ et r„(0);

nous avons donc r„(0) = c„, r„(l) = bn, et r„(0) dépend continuement de

0. Soit Rn(6) le cercle de centre e„ passant par r„(0). Le segment [dn,cn]

contient exactement un des deux points d'intersection de Rn(6) avec la droite

R x {0} ; soit t„(9) ce point. Les points r„(0) et tn(6) décomposent le cercle

i?„(0) en deux arcs (dont l'un est dégénéré si 0 = 0); soit Tn(6) celui de ces

deux arcs qui est entièrement contenu dans le demi-plan supérieur (si 0 = 0,

Tn(6) = {c„} ; si 0 = 1, Tn(8) est un demi-cercle de diamètre [bn , dn]). Posons

enfin, pour 0 < 0 < 1 ,

Yn(e) = [b„,t„(0)]UTn(d)L¡Ln(e).

Si 0 = 0, y„(0) est le segment [b„, c„\, si 0 < 0 < 1 , Yn(0) est un arc, et

si 0=1, y«(0) est un continu séparant S2. Nous pouvons maintenant définir
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A par

A(<7)= (jo\l)]bn,cn[]u({jY„(q„)\ .

Il est facile de voir que A(q) est un continu contenu dans E+ , vérifiant les

conditions (i) et (ii) et dépendant continûment de q . Pour prouver la condition

(iii), soient q = (qn) et q' — (q'„) deux points de Q pour lesquels il existe des

difféomorphismes / et /' définis sur un voisinage de E+ vérifiant f(A(q)) —

f'(A(q')) = K. D'après (1) et la définition des ensembles Y„(6), il est facile de

vérifier que

(3) N(A(q)) = N(A(q')) = {an/n = 1,2,...}.

Comme nous l'avons remarqué au début de cette section, N(K) = f(N(A(q)))

= f'(N(A(q'))); comme de plus A(q)\{an} (resp. A(c7')\{a„}) a deux com-

posantes, dont l'une contient n-\ points de N(A(q)) (resp. N(A(q'))), tandis

que l'autre en contient une infinité, nous avons nécessairement f(a„) = f'(an)

pour tout n.

L'ensemble A(c7)\{a„, a„+i} a trois composantes, dont une seule, soit E„(q),

a pour frontière (dans A(q)) l'ensemble {an, a„+i}. Puique f(a„) = f (a„)

et /(a„+i) = f'(an+i), nous avons f(En(q)) = f'(En(q')). Si q„ = 1, la

fermeture de En(q) sépare S2 , tandis que, si 0 < q„ < 1, cette fermeture est

un arc; l'égalité Mx(q) = Mx(q') en résulte. Si q„ = 0, En(q) contient, d'après

(2) et la définition de Yn(6), exactement deux points de V(A(q)) (a„+i + nn+\

et an - nn), tandis que, si 0 < qn < 1 , E„(q) contient cinq points de V(A(q))

(an+i + tjn+i, tn(qn), r„(qn), cn et an - t]„). Puisque f(V(A(q))) = V(K) =

f'(V(A(q'))), l'égalité M0(q) = M0(q') en résulte, d'où (iii).
Pour la démonstration de l'affirmation 1, nous combinerons les deux con-

structions précédentes comme suit. Soient X un espace métrique, F un sous-
ensemble de X de type FaS , T la fonction associée à X et F par le Lemme

4.1, f une fonction continue de X dans Q, et A la fonction du Lemme 4.2.

Posons, pour x dans X,

Aç,(x) = r-(x)UA(<p(x)),

où r~(x) est le sous-ensemble de E~ obtenu en translatant T(x) d'une unité

vers la gauche. Il est clair que r~(x) et A(^»(x)) ont en commun le seul point 0

de i, donc A(p(x) est un continu contenu dans E . La fonction A,, : X —> C(E)

ainsi obtenue est continue puisque T, A et q> le sont.

4.3.   Lemme. La fonction Ay possède les propriétés suivantes:

(PI) Ap(x) G ae.^) si Mi(<p(x)) = 0, A^x) sépare S2 si Mi(<p(x)) ¿
0,

(P2) A„,(x) estunarcsi, et seulement si, x appartientà F et Mi(<p(x)) = 0,

(P3) Si x et x' sont deux points de X tels qu'il existe des difféomorphismes

f et f définis sur un voisinage de E et vérifiant /(Ap(x)) = f'(A?(x')), alors
M0(<p(x)) = M0(<p(x')) et Mi(<p(x)) = Mi(<p(x')).

Démonstration. (PI) et (P2) sont des conséquences immédiates des propriétés

(i) et (ii) des Lemmes 4.1 et 4.2. Pour vérifier (P3), soient x, x' deux points

de X et f, f des difféomorphismes définis sur un voisinage de E tels que

/(A(jJ(x)) = /'(A^x')) = K. A l'aide de (iii) du Lemma 4.1 et de la re-
lation (3) dans la démonstration du Lemme 4.2, il est facile de vérifier que
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N(A9(x)) - {0} U {an/n = 1,2...} = N(Al/)(x')). En utilisant, comme
dans la démonstration du Lemme 4.2, le fait que f(N(A<p(x))) = N(K) =

f'(N(Ay(x'))), il est facile d'en déduire que /(O) = /'(O) et f(A(<p(x))) =
f'(A(<p(x'))) ; la condition (P3) résulte alors de (iii) du Lemme 4.2.

Le lemme suivant permettra d' exploiter la condition (P3).

4.4. Lemme. Soit X un espace métrique separable. Il existe un plongement y/

de X dans Q vérifiant,

(i)   Mi(y/(x)) = 0 quelque soit x,

(ii) si x et y sont deux points distincts de X, M0(y/(x)) ^ M0(y/(y)).

Démonstration. Soit ?f = {f/,}^ une base dénombrable de X. L'ensemble

des couples W = {U¡, Uj} d'éléments de ^ vérifiant U¡ c U¡ est dénombrable;

soit fên = {Uin, Ujn}, n > 1, une enumeration de ces couples. Pour tout n , soit

y/„ une fonction continue de X dans [0, 1/2] telle que y/n(x) = 0 si x G U¡n

et y/„(x) = 1/2 si x G X\Ujn. Alors, y = (\i/n) est un plongement de X dans

Q vérifiant (i). De plus, si x ^ y , il y a un n tel que, si 5^, = {U¡n, Ujn} , x

appartienne à £/,„ et y à X\Ujn, alors n appartient à M0(y/(x)), mais pas à

M0(y/(y)), d'où (ii).

5. Démonstration de l'affirmation 1

Soit U un ouvert de c.e.v(D), F un sous-ensemble de U de type FaS et

Í/ = {Ua/a G A} un recouvrement ouvert de U . Puisque C(D) est ouvert dans

C(S2), nous pouvons trouver, pour tout a dans A, un ouvert U'a de C(S2)

contenu dans C(D) tel que U^f)c.e.v(S2) = Ua. Soient U' = \JaeA u'a et î£' =

{U'Ja G A}. Puisque c.e.v(D) est topologiquement complet et U ouvert dans

c.e.v(D), U est un Gâ absolu, donc U'\U est un Fa ; soit U'\U = \J™=1 P„ ,

où Pn est fermé dans U'. Pour n > 1, soit o„ une fonction continue de

U' dans [0, 1] telle que o~x(\) = P„ . Conformément au Lemme 4.4, soit

y/ — (i//„) un plongement de U' dans Q tel que Mx(y/(C)) = 0 pour tout C

dans U' et M0(i//(C)) ¿ M0(y/(C')) si C ¿ C. Soit <p = (<p„) l'application
de U' dans Q définie par <p2n = on et cp2n+i = Wn pour tout n > 1. D'après

le choix des on et de y/ , il est facile de voir que q> vérifie

(1) Mi(tp(C)) # 0 si, et seulement si, C g U'\U,

(2) Mo((p(C)) ¿ M0(<p(C')) si CÏC.
Puisque F est un Fa¿ dans l'espace topologiquement complet U, c'est un

F„s absolu, donc un FaS dans U' ; soit T: U' -> C(£'+) une fonction vérifiant

les conditions du Lemme 4.1 pour X = U' et F . Aux fonctions Y et ç> ainsi

construites, associons, comme à la section précédente, la fonction A^,: U' —>

C(E) définie par Af(C) = T"(C) U A(<p(C)).
Cette fonction vérfie les conditions (PI), (P2) et (P3) du Lemme 4.3.

Soient po, fc, F et Yl comme il est expliqué au § 1. Nous construirons le

plongement g cherché sous la forme g(C) = fc ° Pc(\(C)), où pc est un

plongement de E dans D . Cette construction se fera en deux étapes.

Il est facile de construire une fonction continue e: U' —>]0, 1] vérifiant

(3) pour tout C dans U', BP(C, e(C)) est contenu dans un élément de y .

Nous pouvons supposer que e vérfie aussi

(4) e(C) < p(C, C(S2)\U') pour tout C dans U'.
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Pour C dans U, soit ß(C) la borne inférieure des nombres 0 < / < 1

vérfiant

(5) p(C, U(C, s)) < \e(C) pour tout j£[/, 1].
La continuité de Tl entraîne que ß(C) < 1 pour tout C dans U, et que

la fonction ß ainsi définie est semi-continue supérieurement. Nous pouvons

donc [4, 4.3, p. 171] trouver une fonction continue y: U —► [0, 1] vérifiant

(6) ß(C) < y(C) < 1 pour tout C dans U.
Il est clair que tout nombre t dans ]ß(C), 1[ vérifie (5); il résulte donc de

(6) que la fonction h: U -» (C(S2), définie par h(C) = Tl(C, y(C)) vérifie

(7) p(C,h(C))<\e(C).
Munissons D de coordinées polaires (r, 0). Pour tout couple de nombres

(a, b) vérifiant 0<a<l et Q <b <\ min(a, 1 -a), définissons une fonction

p(a, b) de E dans D par

p(a, b)(u, v) = (a + b(u+ \v), nu),        -1 < u, v < 1.

Si è = 0, p(a, b) envoie E sur S(a), tandis que si b > 0, p(a, b) se

prolonge en un difféomorphisme d'un voisinage de E dans D ; évidemment, p

dépend continuement de a et b. Soient do la distance euclidienne sur D, et

Po la distance de Hausdorff associée à do . Nous avons alors, quels que soient

aetè(0<a<let0<£<5 min(a, 1 - a))

(8) po(S(a), p(a, b)(K)) < \b pour tout sous-continu K de E

rencontrant à la fois {-1} x [— 1, 1 ] et {1} x [-1, 1 ].

Pour voir cela, il suffit de remarquer que toute demi-droite L d'origine 0

rencontre à la fois S(a) et p(a, b)(K), et que tout point (r, 0) de p(a, b)(E)

vérifie a-\b<r<a + \b.
Pour  C  dans   U, soit   n(C)  la borne supérieure des nombres  / G [0,

¿min(y(C), 1 - y(C))] vérfiant

(9) p(h(C),fcop(y(C),s)(A,(C)))<mm(^(C), \-y(C)) pour
tout i6[0,(].

Puisque h(C) = n(C, y(C)) = fc(S(y(C))) et que AV(C) rencontre à la
fois {-l}x[-l, 1] et {l}x[-l, 1], il résulte de (8) que n(C) > 0. Déplus,
en utilisant la continuité des fonctions h, F, p, y et Aç, il est facile de

voir que la fonction n est semi-continue inférieurement. Nous pouvons donc

trouver [4, 4.3, p. 171] une fonction continue c¡: U —* [0, 1] vérifiant

(10) 0<£(C)<?7(C)   pour tout C dans U.

Posons alors pc = p(y(C), £(C)) et g(C) = fc ° pc(A9(C)).
La fonction g est alors continue. D'après (1) et la propriété (PI), g envoie

U dans c.e.v(S2). Remarquant que la condition (9) est vérifiée pour tout

nombre i G [0, n(C)[ nous constatons par (10) que, pour tout C dans U ,

(11) p(h(C),g(C)) < min(Ie(C), 1 - y(C)), d'où, d'après (7),
(12) p(C, g(C))< e(C).
D'après (3), il y a, pour tout C dans U, un a tel que U'a contienne à la

fois C et g(C); alors g(C) appartient à U'Q nc.e.„(52) = Ua ; ceci montre

que g envoie U dans lui-même et est ^-proche de idy . D'après ( 1 ) et la

propriété (P2), g(C) est dans a(D) si, et suelement si, C appartient à F. Il

ne reste plus qu'à vérifier que g est un Z-plongement de U dans U .
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Soient C et C deux éléments distincts de U. D'après (2), M0(<p(C)) ^

Mo((p(C')). Puisque ¿(C), £(C) > 0, fc ° Pc et fc ° Pc se prolongent en
des difféomorphismes sur un voisinage de E ; d'après la propriété (P3), il en
résulte que g(C) ^ g(C'), donc g est injective.

Pour montrer que g est un plongement fermé de U dans U, il suffit de

vérifier que si {Q}^, est une suite d éléments de U telle que la suite {g(C¡)}

converge vers un élment C de U, il existe un C dans U (unique puisque g

est injective) tel que g(C') = C et, qu'en outre, il y a une sous-suite de {Q}

qui converge vers C . Quitte à extraire une sous-suite, nous pouvons supposer

que {Q} converge vers un élément Co de C(S2). Il suffit de montrer que Co

appartient à U, car alors {g(C¡)} tend vers g(Co), donc C = Co est l'élément

cherché. Supposons que Co n'appartienne pas à U ; alors Co appartient à U'.

Distinguons deux cas.

Cas I. Co appartient à la frontière de U'. Alors, d'après (4), {e(Q)} tend

vers zéro, donc, d'après (12), les suites {Q} et {g(C¡)} ont la même limite

Co = C, ce qui est absurde car C est dans U, mais pas C0 .

Cas II. Co appartient à U'\U = U'\c.e.v(S2); ou bien l'intérieur de Co

n'est pas vide, ou bien Co sépare S2. Pour simplifier les notations, nous

poserons, pour / = 1, 2,... , f, = fc,, y¡ = y(C¡), ¿¡¡ = c¡(C¡) et p¡ =

Pc, ■ Quitte à extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que les suites

{y¡} et {c¡¡} convergent vers y o et £o respectivement; alors 0 < yo < 1

et 0 < £o < \ min(yo, 1 - Yo) ■ Soit H la composante de 5"2\Co qui con-

tient S2\D(S2\D c S2\C0 car U' est contenu dans C(D)), et soit f, la
représentation conforme de D sur H vérifiant fo(0) — Po et f¿(0) > 0. Alors

[3, Lemmes 2.1 et 2.2], la suite {fi}^x converge vers fo uniformément sur

tout compact de D. Nous avons y0 > 0 sans quoi, puisque f0(0) £ D

et que {fi} converge uniformément vers fi, sur tout compact, nous aurions

h(C¡) = fi(S(yi)) c S2\D pour / assez grand, contrairement à (7) et (4) (rap-

pelons que U' c C(D)). Il y a trois possibilités.

(a) 0 < yo < 1 et £o > 0. Alors {Ap(Q)} tend vers A^Co) et {p¡} con-

verge uniformément vers p(yo,£o) sur E. Puisque p(y0,Ç0)(E) est contenu

dans un compact de D et que la suite {//} converge uniformément vers fi sur

tout compact, g(C,) = fop^A^C,)) converge vers C = fo°p(yo, io)(A^(C0)).

Mais ce dernier ensemble est homéomorphe à Àç(Co) puisque £o > 0, donc

sépare S2 d'après (1) et la propriété (PI). Ceci contredit l'hypothèse que C

appartient à U c c.e.„(5'2).

(b) 0 < yo < 1 et £0 = 0. Alors {i«/(Aç,(C/))} converge vers S(yo) (voir

(8)). Par suite, {g(C¡)} converge vers fo(S(yo)), qui est une courbe simple

fermée, donc n'appartient pas à ae.,,^2), une contradiction.

(c) yo = 1 • D'après (11), p(h(C¡), g(C¡)) tend vers zéro, donc C est aussi

la limite de la suite h(C¡) = fi(S(y/)). Pour tout /, la courbe simple fermée

fi(S(ïi)) sépare S2 entre po et Q, donc la limite C de {fi(S(y¡))} sépare

S2 entre po et tout point p de Co\C (sinon, S2\C contiendrait un arc L

reliant po à p , ainsi qu'un disque fermé B de centre p . Pour / assez grand,

fi(S(yi)) n (L U B) = 0 . Puisque p appartient à la limite de {Q}, B n C¡ = 0
pour tout / assez grand, donc Lu B est un continu reliant po à C¡, d'où

(LuB)nfi(S(yi)) t¿ 0 : contradiction); puisque C ne sépare pas S2, il contient
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donc Co. Puisque C a un intérieur vide, Co aussi, donc Co sépare S2. Soit

K la réunion de Co et des composantes de S2\Co contenues dans D. Puisque

C a un intérieur vide, il ne contient pas K ; mais alors, puisqu'il contient Co,

il sépare S2 entre S2\D et K\C, ce qui est impossible.

Ceci achève de prouver que g est un plongement fermé de U dans U .

Montrons que g(U) est un Z-ensemble dans U . Soit J = [-1, 1] x {0} c

E. En raisonnant comme dans la construction de g, nous constatons que

id/y peut être approximée arbitrairement par des fonctions k du type k(C) =

fc ° ß(y'(C), c¡'(C))(J), où y', £' sont des fonctions continues de U dans

]0, 1[ vérifiant <f(C) < ±min(y'(C), 1 -y'(C)). Soient C, C deux éléments

de U . Alors, fc°p(y'(C), Ç'(C))\J est une paramétrisation C1 de l'arc k(C).

D'autre part, d'après la démonstration de la propriété (P3) au Lemme 4.3,

N(A9(C')) est un ensemble infini, donc aussi N(g(C')) = N(fc o/zC/(AÇ)(C')))

puisque fc ° Pc > se prolonge en un difféomorphisme sur un voisinage de E.

Par suite, k(C) ^ g(C'), ce qui montre que k(U) c U\g(U), donc que g(U)

est un Z-ensemble.

6. DÉMONSTRATION DE L'AFFIRMATION 2

Nous avons besoin d'une construction auxiliaire. Soit R+ l'ensemble des

réels > 0.

6.1.   Lemme. Il existe un plongement co:R+ —> D vérifiant

(i) l'arc co([t, t+ 1]) tend vers S1 quand t tend vers +00,

(ii) pour tout e > 0, il existe un nombre M(s)  tel que oj([t, t + 1]) soit

e-sinueux pour tout t > M(e).

Démonstration. Munissons D de coordonnées polaires (r, 0) et de la distance

euclidienne. Pour n > 1, soit an = (1 - 1/2", 0) et soit A„ l'anneau An =

{(r, 0)/l - 1/2" < 0 < 1 - l/2"+1}. Soit i2 = [0, 1] x [0, 1], et soit dl2 le

bord de i2. Pour n > 1, soit h„ l'application de i2 sur A„ définie par

hn(u,v)= (l- — + ^TT,2nv) ,        0<u,v<l.

Soient a = (0, 0), a' = (1, 0) et b = ({ , 1) ; alors hn(a) = an et hn(a') =

an+i , n > 1. Si J est un arc contenu dans i2 tel que J n dl2 — {a, a', b},

alors hn(J) est un arc d'extrémités an et an+x contenu dans An et ayant

seulement an et an+x en commun avec le bord de An . Nous allons montrer

qu'il existe, pour tout n > 1, un arc J„ dans i2 vérifiant

(1) Jnndl2 = {a,a',b},

(2) l'arc hn(Jn) est 2""-sinueux.

Supposons les J„ construits. Soit Tn — hn(Jn), et soit œn un homéomorph-

isme de [ñ^-, \] sur Tn tel que eu,^^) = an et co„(j) = an+x . Définissons

alors œ par w^^, |] = 0)„ pour tout n > 1. Il est clair que œ est un

plongement. Soit, en coordonnées polaires, co(t) - (r(t), 0(0); choisissons 0

de façon que 0 soit continue et que 0(0) = 0. Il est alors facile de voir, par

récurrence sur n que, si nr < t < f et si œ(t) = h„(u, v), alors 6(t) = 2nv .
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En particulier, nous avons

(3) 0 < 0(0 < 2n   pour tout t,

(4) 6(a„) -0   pour tout n,

(5) si œ(tn) = hn(b),    alors 8(tn) - 2n.

Etant donné t dans R+ , soit n tel que ^ < t < f . Alors, w([t, t + 1])

est contenu dans T„ U Tn+X U Tn+2 et contient Tn+X . Pour 5 dans [t, t + 1],

nous avons donc r(s) > 1 - 1/2" . De plus, d'après (4), (5) et la continuité de

0 , toute demi-droite d'origine 0 recontre Tn+X , donc aussi co([t, t + 1]). Il est

facile de déduire de tout cela que p(Sl, œ([t, t + 1])) < 2~" si Sf1 < t < f ;
la condition (i) en résulte.

Si p et q sont deux points de w(R+), nous noterons p < q si p = œ(t) et

q — oj(t') avec t < t'. Pour vérifier la condition (ii), il suffit de montrer que

co([t, t+ 1]) est 2~"+1-sinueux si ^ < / < \ . Soient p = oj(sx) et q = co(s2)

deux points de œ([t, t + 1]) avec p < q; puisque œ([t, t + 1]) est la réunion

des trois sous-arcs oj([t, t + 1]) n Tn+k ,/c = 0,l,2,ilya quatre possibilités.

(a) Il existe un k tel que co([t, t+ 1]) n Tn+k contienne p et q. D'après

(2), nous pouvons trouver des points r, s de œ([t, / + 1]) n Tn+k tels que

p<r<s<q et que d(p, s) < l/2"+/c et d(q, r) < l/2"+/c.

(b) p appartient à Tn et q à r„+) . Si 9(sx) < 6(s2), nous pouvons, d'après

(4), trouver un point p' = co(s3) tel que p < an+x < p' < q et 0(s3) = 0(si).

Puisque r(s3) > 1 - l/2"+1 > r(sx) > 1 - 1/2" nous avons d(p,p') < 1/2".
D'après (2), nous pouvons trouver des points r et s dans T„+1 avec p' < r <

s<q, d(q,r)< l/2"+1 et d(p', s) < l/2"+1,donc d(p, s) < l/2" + l/2"+1 <

1/2"-1.
Si 9(si ) > d(s2), prenons un point q' = œ(sn) vérifiant p < q' < a„+1 < q

et 0(î4) = 6(s2) ; alors d(q, q') < 1/2" et (2) permet de trouver des points r

et s dans Tn avec p < r < s < q', d(p, s) < 1/2" et d(q', r) < 1/2" , donc

d(q,r)< 1/2"-'.
(c) p appartient à r„+I et a à T„+2. Ce cas se traite comme le précédent.
(d) p appartient à T„ et q à Tn+2 . En utilisant (3), (4) et (5), nous pouvons

trouver des points p1 = co(Si) et q' = co(s4) vérifiant p < an+i <p'< hn+i(b) <

Q' < an+2 < q et 0(s3) = 0(sO, 0(54) = 6(s2). Alors d(p, p') < 1/2" et
d(q, q') < l/2"+1 . D'après (2), il y a des points r et s dans Tn+i avec

p' < r < s < q' et d(p', s) < l/2"+1 , d(q', r) < l/2"+1 . Nous avons donc

d(p, s) < 1/2" -t-1/2"+1 et d(q, r) < 1/2" . Ceci achève de vérifier la condition

(ii).
Pour construire Jn , il suffit, d'après la continuité uniforme de h„ , de con-

struire, pour tout 0 < e < 1, un arc J dans i2 qui est e-sinueux et vérifie

J n dl2 = {a, a', b}. Soit P£ = i2\[e/4, 1 - e/4] x [0, 1 - s/4]. Puisque
les arcs e/2-sinueux sont denses dans C(R2) [9, p. 614], nous pouvons trou-

ver un arc e/2-sinueux J' contenu dans l'intérieur de Pe et rencontrant les

deux boules ouvertes B(a, e/4) et B(a', e/4). Soit J" un arc qui est réunion

d'un segment de droite contenu dans B(a, e/4) reliant a à J', d'un sous-

arc de J' et d'un segment contenu dans B(a', e/4) reliant J' à a' ; alors

J" n dl2 = {a, a'} et, puisque J" est contenu dans Pe, il recontre la boule

B(b, e/4). Soit J un arc déduit de /" en remplaçant un sous-arc A^i de

J" contenu dans B(b, e/4)  par un arc K2 contenu dans B(b, e/4) tel que
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K2 n dl2 = {b} . Alors J n dl2 = {a, a', b} et il est facile de vérifier que J
est e-sinueux.

Démonstration de l'affirmation 2. Fixons e > 0. Pour prouver que Z£ est

un Z-ensemble, il faut montrer que, pour toute fonction continue a: a(D) —>

]0, 1 ], il existe une fonction continue g: a(D) —> a(D)\Ze vérifiant p(C, g(C))

< a(C) pour tout C dans a(D). Il suffit de le faire quand a vérifie

(1) a(C) <d(C,S2\D)   pour tout C dans a(D).

Soient po, fc, F et n comme dans le § 1. En raisonnant comme dans la

démonstration de l'affirmation 1, nous pouvons construire une fonction con-

tinue y: a(D) —>]0, 1[ telle que la fonction h: a(D) —> C(S2) définie par

h(C) = U(C, y(C)) vérifie

(2) p(C, h(C)) < \a(C)   pour tout C dans a(D).

Pour 0 < s < 1, soit R(s) Fhoméomorphisme radial de D sur B(s) (R(s)(z)

= s • z). Pour t dans R+ , soit £2(0 = oj([t, t + 1]), où co est le plongement

du Lemma 6.1; posons £2(oc) = S1 . La fonction £2 ainsi définie, de R+ =

R+ U {oo} dans C(D) est continue d'après (i) du Lemme 6.1. Pour C dans

a(D), soit Ç(C) la borne inférieure des nombres t > 0 vérifiant simultanément

les deux conditions suivantes

(3) p(h(C), fc ° R(y(C))(Q(s))) < ±a(C)   pour tout s dans [t, oo],

(4) fc o R(y(C))(Q(s)) est e-sinueux   pour tout s dans [t, oo[.

Il résulte du Lemme 6.1 et de la continuité uniforme de fc sur le disque

B(y(C)) que, pour tout C donné, l'ensemble des t vérfiant ces deux conditions

n'est pas vide. Montrons que la fonction £ est semi-continue supérieurement.
Dans le cas contraire, nous pouvons trouver un Co dans a(D), un nombre to >

C(Co), et une suite {C„}^, d'éléments de a(D) convergeant vers Co et tels

que Ç(C„) > to pour tout n > 1 . Posons, pour n > 0, fn — fc„, yn — y(C„)

et Cn = Ç(C„). La continuité des fonctions a, h, y, F et £2 entraîne que

l'ensemble V des couples (C, s) tels que p(h(C), fcoR(y(C))(Cl(s))) < \a(C)

est ouvert dans a(D) x R+. Puisque V contient {Co} x [¿0, oo], il contient

{C„} x [t0, oo] pour tout n > No (nous supposerons que N0 = 1); alors to

vérifie la condition (3) relativement à C„, donc, puisque to < y„ , il ne vérifie

pas la condition (4). Nous pouvons donc trouver un nombre s„ > to tel que

l'arc /„ o R(y„)(Çl(sn)) ne soit pas e-sinueux. Quitte à extraire une sous-suite,

nous pouvons supposer que {sn}^=i converge vers So € Uo > oo].

Quand n tend vers l'infini, {y*}^ tend vers yo , donc R(yn) converge vers

R(yo), uniformément sur D. D'après la continuité de F, {fn}^ converge

vers /o uniformément sur tout compact de D ; puisque yn < 1 pour tout n , il
en résulte que la suite {/„ °i?(y„)}^L, converge vers fo ° R(yo) uniformément

sur D. La famille {/„ o R(yn)}^L0 est donc uniformément équicontinue sur

D, ce qui entraîne l'existence d'un ô > 0 tel que, pour tout arc ¿-sinueux J

contenu dans D, fn o R(yn)(J) soit e-sinueux dans S2 pour tout n > 0. Si

M(ô) est le nombre donné par le condition (ii) du Lemme 6.1, nous avons donc

s„ < M(ô) pour tout n > 1, d'où s0 < oo. Mais alors, {/„ o R(yn)(Çi(s„))}

converge vers fo°R(yo)(Q(so)) ■ D'après le choix de sn , /„ oR(yn)(Çi(Sn)) n'est
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pas e-sinueux pour tout n > 1, donc il en est de même de fi ° i?(yo)(£2(so)),

ce qui contredit la définition de C(Q) puisque sq > to > i(Q .

Puisque C est semi-continue supérieurement, nous pouvons trouver [4, 4.3,

p. 171] une fonction continue ¿¡: a(D) —* R+ vérifiant

(5) Ç(C) < i(C)   pour tout C dans a(D).

Définissons alors g: a(D) —► a(S2) par

g(C) = fcoR(y(C))(Ci(i(C))).

Il résulte de (5) et (3) que p(g(C), h(C)) < \a(C), d'où , d'après (2),
p(C, g(C)) < a(C) pour tout C. D'après (1), cela entraîne que g(C) est

contenu dans D. Enfin, d'après (5) et (4), g(C) est e-sinueux pour tout C,

donc g est la fonction cherchée de a(D) dans a(D)\ZE. Ceci achève de prou-

ver l'affirmation 2, donc aussi le Théorème 1.1.

7. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1.1 POUR LES SURFACES À BORD

o

Si M est une surface à bord, nous noterons d M son bord et M son

intérieur.

Nous avons besoin de deux lemmes.

7.1. Lemme. Soit M une surface à bord. Il existe une homotopie H: a(M) x

i -> a(M) vérifiant

(i)   H0 = id,

(ii)   H,(a(M)) C a(M) pour tout t>0,
O

(iii)   H est fermée au-dessus de a(M)\a(M).

Démonstration. Ce lemme a été démontré dans [3, Lemme 7.3] pour l'espace

P(M) des pseudo-arcs de M ; le même argument s'applique à a(M).

7.2. Lemme. Soient X un espace appartenant à 9~ao et A un ouvert de X.

Supposons qu'il existe une homotopie h: X x i —► X vérifiant

(i)   ho = id,
(ii)   ht(X) c A pour tout t > 0.

(iii)   h est fermée au-dessus de X\A.

Alors, si A est une Xo0-variété, X est homéomorphe à A.

Démonstration. Le rapporteur a fait remarquer que ce lemme se déduisait facile-

ment du Théorème B.l de [11]. La démonstration qui suit a cependant l'avan-

tage de s'appliquer à toutes les variétés modelées sur un ensemble ??-absorbant

£2 (au sens de [2]), où W est une classes topologique additive héréditaire pour

les fermés et les ouverts, même quand £2 ne vérifie pas les hypothèses du

Théorème B.l de [11].

Puisque A est un rétracte absolu de voisinage, l'existence de h entraîne que

X en est un aussi (appliquer le Théorème 6.3, pp. 139-140 de [6]). Puisque

l'inclusion de A dans X est évidemment une équivalence homotopique fine,
il suffit (voir [2, §5]) de montrer que X vérfie les conditions (Cl) et (C2) du
Lemme 2.1.

Soient C un espace appartenant à J^, E un fermé de C, f:C—*X

une fonction continue dont la restriction à E est un  Z-plongement, et %
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un recouvrement ouvert de X. Soit 'V un recouvrement ouvert de X tel

que St(2^) soit plus fin que í¿. D'après le Lemme 1.1 de [2], nous pouvons

trouver une fonction k: C ^ X, 2^-proche de /, vérifiant (a) k\E — f\E,

(b) k(C\E) c A , et (c) k est fermée au-dessus de X\A .

Pour x dans A, soit ex = \d(x, X\A) ; soit ¿% = {B(x, ex)/x G A}, et

soit ^i un recouvrement ouvert de A plus fin que 'V et 3§. Soient C =

C\(Enf~l(X\A)) et E' = C'(1E = EDf-l(A). Puisque C est ouvert dans
C, il appartient à 9¡,s . De plus, /V(is') = f(E') = f(E)C\A est un Z-ensemble
dans A puisque A est ouvert dans X, et k\E' est un plongement de E' sur

k(E'). Puisque A est une X°°-variété, il a la propriété (Cl), donc il existe un

Z-plongement g' de C dans A qui est 2^-proche de k\C et vérifie g'\E' =

k\E' = f\E'. Définissons g: C -> X par g\C = g' et g(x) = k(x) = f(x) si
x G C\C = E\E'.

Puisque g' est 2^-proche, donc à?-proche, de k\C , il est facile de voir que,

pour toute suite {c«}^, de points de C, d(g(cn),X\A) tend vers zéro si, et

seulement si, d(k(cn), X\A) tend vers zéro et qu'alors d(g(cn), k(cn)) tend

vers zéro. La continuité de g aux points de C\C résulte de cette remarque et

de la continuité de k . De plus, g est ^-proche de k , donc ^-proche de f,

et vérifie g\E = k\E = f\E .
Puisque g envoie C injectivement dans A et C\C injectivement dans

X\A, elle est injective. Pour montrer que c'est un plongement fermé, il suffit

de prouver que, si {c«}^ est une suite de points de C telle que {g(cn)}

converge vers un point x de X, alors {c„} converge vers un point Co tel que

g(co) =x. Si x appartient à A, alors g(c„) est dans A pour n assez grand,

et l'existence de cq résulte du fait que g' est un plongement fermé de C dans

A . Si x appartient à X\A , il résulte d'une remarque précédente que {k(cn)}

tend aussi vers x Puisque k est fermée au-dessus de X\A, x appartient à

l'image de k. Alors k~l(x) est réduit à un point Xo de E et, puisque k est

fermée au-dessus de X\A , {c„} tend vers cq .

Soit & un recouvrement ouvert de X. Il est facile de construire une fonction

continue ß: X —>]0, 1] telle que la fonction <p: X —» A définie par q>(x) =

h(x, ß(x)) soit ^-proche de id* . Puisque g'(C') est un Z-ensemble dans A,

il y a une fonction continue y/ de A dans A\g'(C) qui est ^-proche de id^ .

Alors y/ o(p est St(,f)-proche de id* et envoie X dans A\g'(C) c X\g(C).

Ceci prouve que g(C) est un Z-ensemble dans X, donc que X vérifie la

condition (Cl).

Puisque A est une X°°-variété, il vérifie la condition (C2), donc A = \J^LX An,

où chaque An est un Z-ensemble au sens fort dans A . Posons Xn = (X\A) u

A„ . Alors X = U^Li Xn et, pour montrer que X vérifie la condition (C2), il

suffit de prouver que, pour tout n > 1 , le fermé X„ est un Z-ensemble au sens

fort dans X. Soit "V un recouvrement ouvert de X. Construisons une fonc-

tion continue ß: X -»]0, 1] telle que la fonction tp définie tp(x) = h(x, ß(x))

soit ^-proche de id*. Puisque h est fermée au-dessus de X\A et que
ß(x) > 0 pour tout x, la fermeture L de y>(X) est disjointe de X\A . Nous
pouvons donc trouver un recouvrement ouvert W de X, plus fin que "V et

tel qu'aucun élément de St(iF~) ne rencontre à la fois L et X\A. Puisque

A„ est un Z-ensemble au sens fort dans A, il existe une fonction continue

y/: A —► A , W-pxocbe de id^ , telle que la fermeture de y/(A) relativement à
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A soit disjointe de A„ . Puisqu'aucun élément de St(W) ne rencontre à la fois

L et X\A et que y/ est ^"-proche de id^ , St(^T\/4, W) est un voisinage

de X\A disjoint de y/(L). Soit g - y/ o y> ; alors g est St(^")-proche de

id* et g(X) c y/(L). Par suite, la fermeture de g(X) relativement à X est

disjointe de X\A , donc est contenue dans la fermeture de y/(L) relativement

à A ; elle est donc aussi disjointe de An . Nous avons donc g(X) D X„ = 0 ,

ce qui montre que Xn est un Z-ensemble au sens fort dans X et achève de

vérifier la condition (C2), donc aussi le lemme.

O

Démonstration du Théorème 7.1. D'après le Théorème 1.1, a(M) est homé-
O 0

omorphe à M x X°° . Puisque M est homéomorphe à un fermé de M, a(M)
O

est homéomorphe à un fermé de a(M), donc appartient à «^ .  D'après les
o o

Lemmes 7.2 et 7.3, a(M) et a(M) sont homéomorphes. Puisque M et M ont
o

le même type d'homotopie, M x X°° et M x X°° sont homéomorphes d'après

le Lemme 2.5. Le théorème en résulte.
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