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L’ESPACE DES ARCS D’UNE SURFACE

ROBERT CAUTY

ABSTRACT. We prove that, for any surface M , the space of arcs contained in
M , with the topology induced by the Hausdorff distance, is homeomorphic to
M x %, where T = {(x;) € 2/ 3%, (ix;)? < oo} .

1. INTRODUCTION ET PRELIMINAIRES

Tous les espaces considérés ici sont supposés métriques séparables et munis
d’une distance d fixée, mais arbitraire, sauf indication contraire. Nous noterons
C(X) Pespace des sous-continus de X muni de la topologie définie par la dis-
tance de Hausdorff associée a d; il est connu que la topologie ainsi obtenue sur
C(X) ne dépend pas du choix de d. Soit a(X) le sous-ensemble de C(X) formé
des continus homéomorphes a un arc. S. B. Nadler Jr. a demandé [9, p. 606] si
I’on pouvait trouver un modele bien compris de a(R?). Nous allons donner ici
un tel modele pour a(M) quand M est une surface quelconque. Considérons
le sous-espace suivant de I'espace de Hilbert /2: X = {(x;) € 12/ Y02, (ix;)* <
oo} ; soit X le produit d’une infinité dénombrable de copies de £. Nous
démontrerons le résultat suivant:

1.1. Théoreme. Pour toute surface M, avec ou sans bord, a(M) est homéo-
morphe a M x ™.

La démonstration utilise une caractérisation de X due a Bestvina et
Mogilski, que nous rappellerons dans le §2.

La distance sur un espace métrique sera toujours notée d, et la distance de
Hausdorff associée sur C(X) sera toujours notée p. Si 4 et B sont des sous-
ensembles de X, nous poserons d(A4, B) = inf,c4 pep d(a, b); si A = {x},
nous écrirons d(x, B) aulieude d({x}, B). Si C est un élémentde C(X) et
K un sous-ensemble de C(X), nous poserons p(C, K) = infcieg p(C, C').
La boule ouverte (resp. fermée) decentre x et de rayon ¢ sera notée B(x, €)
(resp. B(x,¢€)). Si € =0, B(x, &)= {x}. La boule ouverte de centre C et de
rayon ¢ dans C(X) sera notée B,(C,¢).

Si X et Y sont des espaces métriques, nous noterons % (X, Y) I’espace
des fonctions continues de X dans Y avec la topologie compacte ouverte,
laquelle coincide, dans les cas particuliers utilisés ci-dessous, avec la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de X . Une fonction f: X - Y
est appelée un plongement si c’est un homéomorphisme de X sur f(X). Une
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fonction f: X — Y est dite fermée au-dessus d’un sous-ensemble 4 de Y
si, pur tout a dans A et tout voisinage U de f~!(a) dans X, il existe un
voisinage V de adans Y, tel que f~!(V)C U (cette définition implique que
si un point de A n’est pas dans f(X), il n’appartient pas a la fermeture de
f(X)).

Nous noterons idy, ou simplement id, ’identité de X . Nous noterons /
I’intervalle [0, 1]. Une homotopie est une fonction continue A: X xI — Y.
Pour une telle homotopie, nous noterons #, la fonction A,(x) = h(x, t) de X
dans Y.

Soit % = {U,/a € A} un recouvrement ouvert d’un espace X . Pour tout
sous-ensemble K de X, nous noterons St(K, %) la réunion des éléments de
% rencontrant K, et nous poserons St(%) = {St(U,, #)/a € A}. Si f et
g sont deux fonctions de Y dans X, nous dirons que f est Z-proche de g
si, pour tout y dans Y ,il y a un élément de % contenant a la fois f(y) et
g(y).

Nous utiliserons des méthodes développées dans un article précédent [3], dont
nous rappellerons quelques résultats. Nous regardons la sphére de Riemann,
munie de sa structure conforme habituelle, tantét comme le compactifié CU{oc}
du plan complexe, tantdt comme la sphére unité S? = {x = (x;, X, X3) €
R3/x? + x3 + x3 = 1}, les deux étant identifiés par projection stéréographique
depuis le péle nord (0,0, 1). Soit D le disque unité ouvert de C; pour
0 <t <1, posons S(t) = {z € C/|z| =t} B(t) = {z € C/|z] < t} et
B(t) ={z € C/|z| < t}. Notons S' le bord de D.

Soit c.e.(S?) le sous-ensemble de C(S?) formé des continus cellulaires, et
soit c.e.*(S2) le sous-ensemble de c.e.(S?) formé des continus non dégénérés.
Posons c.e.(D) = c.e.(S?) N C(D) et c.e.*(D) = c.e.*(S?) N C(D).

Fixons un point p, de C\D. Pour C dans c.e.*(D), soit fc lunique
représentation conforme de D sur S?\C vérifiant fc(0) = po et f-(0) > 0
(voir [12, Théoréme 1.3, p. 13]).

1.2. Lemme. La fonction F: c.e*(D) — (D, S?*) définie par F(C) = fc est
continue.

Ceci est prouvé au début de la démonstration du Lemme 3.2 de [3].

Soit c.e.,(S?) le sous-ensemble de c.e.(S?) formé des continus non dégéné-
rés dont I’intérieur est vide, et soit c.e.,(D) = c.€.,(S?) Nc.e.(D). Définissons
une fonction II: c.e.,(D)x]0, 1] — C(S?) par

Ic, H==, I(C,t)= fc(S(t)) si0<t<]1.
1.3. Lemme. La fonction Il est continue.
Cest le Lemme 6.2 de [3].

2. CARACTERISATION DE X>®

Rappelons d’abord quelques définitions. Soit X un rétracte absolu de voisi-
nage. Un sous-ensemble F de X est appelé un Z-ensemble dans X s’il est
fermé et si, pour tout recouvrement ouvert Z de X, il existe une fonction
continue f de X dans X, #-proche de idy, telle que f(X) C X\F. F
est un Z-ensemble au sens fort si, de plus, il est toujours possible de choisir la

fonction f de fagon que f(X)NF = @ . En général, ces deux notions different
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(voir [1]); cependant, lorsque X est une [2-variété, tout Z-ensemble dans X
est un Z-ensemble au sens fort [5]. Il est connu [2, Corollaire 1.2] qu’un fermé
F d’un rétracte absolu de voisinage X est un Z-ensemble au sens fort si, et
seulement si, il existe une homotopie 4: X x I — X vérifiant (i) hy = id, (ii)
h(X) ¢ X\F pour tout ¢t > 0, et (iii) & est fermée au-dessus de F ; ceci
s’applique donc a tout Z-ensemble d’une /2-variété. Il est aussi connu que, si
F estun Z-ensemble dans X et U unouvertde X, UNF estun Z-ensemble
dans U. Une fonction f: C — X est appelée un Z-plongement si c’est un
plongement et si f(C) est un Z-ensemble dans X .

Nous noterons %5 la classe de tous les espaces métriques séparables qui sont
des F,s; absolus. Un rétracte absolu de voisinage X est dit %, ;-universel si,
pour tout espace C appartenant 2 7,5, toute fonction continue f: C — X, et
tout recouvrement ouvert Z de X, il existe un Z-plongement g: C — X qui
est Z-proche de f; X est dit fortement # s-universel si, pour tout espace C
appartenant a %5, tout fermé E de C, toute fonction continue f: C — X
dont la restriction 4 E est un Z-plongement, et tout recouvrement ouvert %
de X, il existe un Z-plongement g: C — X que est Z-proche de f et vérifie

gIE=fIE.

2.1. Lemme. Un rétracte absolu X appartenant a %,5 est homéomorphe a ™
si, et seulement si, il vérifie les deux conditions suivantes:

(C.1) X est fortement F,s-universel,

(C2) X =U,2, Xu, oit chaque X, est un Z-ensemble au sens fort dans X .

Ceci est un cas particulier du Théoreme 6.5 de [2] (la discussion, pp. 310-311
de [2], montre que X est homéomorphe a I’espace noté Q, dans [2]).

Les conditions (C.1) et (C.2) peuvent étre simplifiées lorsque, comme ce sera
le cas ici, X peut étre plongé dans un espace L de facon que le couple (L, X)
vérifie ’hypothése suivante:

(H) L est homéomorphe a /% et il existe une homotopie 4: L x I — L
vérifiant (i) ko =1id et (i1) A, (L) C X pour ¢ > 0.

2.2. Lemme. Sous!’hypothése (H), tout Z-ensemble dans X est un Z-ensemble
au sens fort dans X .

C’est une conséquence de la Proposition 1.7 de [2].

2.3. Lemme. Sous [’hypothese (H), la condition (C.1) résulte de la suivante:

Pour tout sous-ensemble ouvert U de L, tout recouvrement ou-
vert % de U et tout sous-ensemble F de U de type F,s, il
existe un Z-plongement g de U dans U vérifiant (i) g est
% -proche de idy , et (i1) g(U)N X = g(F).

(C.1')

Démonstration. Compte tenu du lemme précédent et de la Proposition 2.2 de
[2], il suffit de montrer que tout ouvert U de X est Z s-universel. Soient
C un espace appartenant a .%,5, f une fonction continue de C dans X et
# ={Uj| j € J} un recouvrement ouvert de X . Pour tout j dans J, soit U;
un ouvert de L tel que U/NX = U;, et soit U’ ={J; Uj; c’est un ouvert de L
vérifiant U' N X = U. Soit 7° un recouvrement ouvert de U’ tel que St(7")
soit plus fin que Z’ = {Uj| j € J}.
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D’apres le Lemme 3.8 de [10], il y a un plongement g, de C dans U’ qui
est 7 -proche de f (I’hypothese que ’espace de départ Y est complet dans
I’énoncé du Lemme 3.8 de [10] n’est pas utilisée dans la démonstration). Alors,
g1(C) estun F,s dans U’, donc la condition (C.1'), appliquée a U’, fournit
un Z-plongement g, de U’ dans U’ vérifiant

(1) g, est Z -proche de idy:,

(2) &U)NX = g(&i(C)).

Soit g = gy 0 g,. D’aprés (2), g» est un plongement de C dans X qui,
d’apres (1), est 7 -proche de g;, donc #Z-proche de f. Puisque g,(U’) est
fermé dans U’, g(C) = g(U')Nn X est fermé dans U. Pour voir que g(C)
est un Z-ensemble dans U, soit # = {H,,| m € M} un recouvrement ouvert
de U. Pour m dans M, soit H,, un ouvertde U’ tel que H, N X = Hy;
posons #' = {H,|me M} et H =J,, H,,. H' estunouvertde U’ tel que
H'NnX =U. Soit Z un recouvrement ouvert de H’ tel que St(.Z’) soit plus
fin que #’. Puisque g (U’) est un Z-ensemble dans U’', g,(U')N H' est
un Z-ensemble de la /2-variété H'. Nous pouvons donc trouver une fonction
continue k; de H' dans H’', % -proche de idy , telle que la fermeture R de
ki(H') dans H' soit disjointe de g,(U’)N H'. Nous pouvons donc trouver un
recouvrement ouvert .%7; de H’, plus fin que 7 et tel qu’aucun élément de
St(-#;) ne rencontre a la fois R et g,(U’). Il est possible de construire une
fonction continue a: H' —]0, 1] telle que, pour tout x dans H', A(x, a(x))
appartienne 2 H'NX et que, définissant k, par kp(x) = h(x, a(x)), la fonction
k, soit Z;-proche de k,, ce qui, d’apres le choix de %] , entraine k,ok,(H') C
(H'\g(U"))N X . Alors, la restriction k de k;ok; a U est #-proche de idy
et vérifie k(U) Cc U\g(U’') = U\g(C), ce qui montre que g(C) est un Z-
ensemble dans U, donc que U est # s-absorbant, d’ou le lemme.

Une X°-variété est un espace métrique dont tout point a un voisinage homé-
omorphe a un ouvert de X,

2.4. Lemme. Deux X>°-variétés sont homéomorphes si, et seulement si, elles
ont le méme type d’homotopie.

Ce résultat est implicite dans la démonstration du Corollaire 5.6 de [2] ou il
est prouvé que si X est une X>®-variété et K un complexe simplicial localement
fini ayant le type d’homotopie de X, X est homéomorphe 2 K x X .

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1 QUAND LE BORD DE M EST VIDE

Tout arc J contenu dans M a, dans M, un voisinage ouvert E homéo-
morphe a D. Alors, a(E) est un voisinage de J dans a(M) homéomorphe
a a(D). Dapres le Lemme 2.4, il suffit, pour prouver le théoréme, de montrer
que a(D) est homéomorphe a ™ et que a(M) a le type d’homotopie de M .

3.1. Lemme. I/ existe une homotopie ©: c.e.*(D) x I — c.e.*(D) vérifiant
(i) ©=id,
(i1) ©(c.e.*(D)) c a(D) pour tout t > 0.

L’existence de © est prouvée dans [3] (Lemme 5.2) quand a(D) est rem-
placé par I’espace P(D) des pseudo-arcs contenus dans D. La démonstration
n’utilise aucune propriété particuliere au pseudo-arc et s’applique d’une fagon
générale lorsque P(D) est remplacé par I’espace K(D) des sous-continus de D
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homéomorphes a un élément fixé K de c.e.*(D) (il suffit de remplacer, dans la
démonstration du Lemme 5.1 de [3], le pseudo-arc P, par une copie K, de K
contenant les deux points a et b).

3.2. Lemme. Pour toute surface sans bord M, a(M) est un rétracte absolu de
voisinage qui a le type d’homotopie de M .

Démonstration. Puisque c.e.*(D) est un rétracte absolu de voisinage [3, Lemme
4.1], I'existence de ’homotopie © du Lemme 3.1 implique que a(D) en est
un aussi (utilisier le Théoréme 6.3, pp. 139-140, de [6]). Puisque a(M) est lo-
calement homéomorphe a a(D), c’est aussi un rétracte absolu de voisinage.
Pour voir qu’il a le type d’homotopie de A, il suffit de remarquer que la
démonstration due Lemme 7.1 de [3], qui prouve le résultat analogue pour
I’espace P(M) des pseudo-arcs de M , s’applique sans changement a a(M).

Il ne reste donc plus qu’a vérifier que a(D) est homéomorphe a . Puisque
c’est un rétracte absolu d’apres le Lemme 3.2 et qu’il appartient 2 F;5 [7], il
suffit donc de montrer qu’il vérifie les conditions (C.1) et (C.2) du Lemme 2.1.

3.3. Lemme. Le couple (c.e.,(D), a(D)) verifie l’hypothese (H).

Démonstration. Que c.e.,(D) soit homéomorphe & /? résulte du Lemme 6.3 de
[3] et du fait que, d’aprés le Lemme 5.2 de [3], tout sous-ensemble de c.e.*(D)
contenant P(D) ale type d’homotopie de c.e.*(D), donc est contractile (d’apres
les Lemmes 3.3 et 7.1 de [3]). Pour ’homotopie # demandée dans I’hypothese
(H), il suffit de prendre la restriction a c.e.,(D) de ’'homotopie © du Lemme
3.1.

D’aprés le Lemme 2.3, la condition (C.1) pour a(D) résultera de I’affirmation
suivante qui sera prouvée au §5.

Affirmation 1. Le couple (c.e.,(D), a(D)) vérifie la condition (C.1).

Pour étudier la condition (C.2), nous avons besoin d’une définition. Soit
€ > 0; unarc J contenu dans un espace métrique X est dit e-sinueux si, quels
que soient les points distincts p et ¢ de J, il existe dans J des points r et s
entre p et g, tels que r soitentre p et s etque d(p,s)<e et d(q,r)<e.
Nous noterons Z, I’ensemble des arcs contenus dans D qui ne sont pas é-
sinueux. Il est connu que Z, est fermé dans a(D) (voir la démonstration de
(19.3) de [9]).

Affirmation 2. Pour tout ¢ >0, Z, est un Z-ensemble dans a(D).

Cette affirmation sera prouvée au §6. Puisque, évidemment, a(D) =
U, Zi/n , elle implique, d’aprés le Lemme 2.2 que a(D) vérifie la condition
(C.2). Sa démonstration achévera donc de prouver le Théoreme 1.1 quand le
bord de M est vide.

4. DEUX CONSTRUCTIONS AUXILIAIRES

Nous construirons aux Lemmes 4.1 et 4.2 deux fonctions dont nous avons
besoin pour prouver I’affirmation 1. Commengons par quelques définitions. Si
J est un arc dans R? et w:[a, b] — J une paramétrisation (biunivoque)
de J, nous dirons que @ est une paramétrisation C' si w est continuement
dérivable et si w'(t) # 0 pour tout ¢ (au point a (resp. b), w'(t) désigne la
dérivée a droite (resp. gauche)). Nous dirons que @ est une paramétrisation
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C! par morceaux s’il existe des points a =1y < t; < --- < t, = b tels que la
restriction de @ a [t;, tiy1] (0 < i < n) soit une paramétrisation C! pour
tout i (en un point ¢, avec 0 < i < n, w a donc des dérivées a gauche et a
droite nonnulles).

Soit K un compact de R?. Nous noterons 4(K) I’ensemble des points x
de K qui ont dans K un voisinage J qui est un arc contenant x dans son
intérieur (donc, si K est un arc d’extrémités y, z, A(K) = K\{y, z}). Nous
noterons R(K) le sous-ensemble de 4(K) formé des points x ayantdans K un
voisinage J qui est un arc admettant une paramétrisation C! par morceaux,
et nous noterons V(K) le sous-ensemble de R(K) formé des points x tels
qu’aucun voisinage J de x dans K homéomorphe a un arc n’admette une
paramétrisation C! (donc, si x € V(K), il y a un voisinage J de x dans K
qui est un arc admettant une paramétrisation C' par morceaux w: [a, b] — J ;
si to est le point de ]a, b[ tel que w(zy) = x, w aen ¢y des dérivées a gauche
et a droite non nulles et distinctes). Enfin, nous poserons N(K) = A(K)\R(K).
11 est clair que, si f est un difffomorphisme défini sur un voisinage de K et a
valeurs dans R?, etsi K’ = f(K), alors A(K') = f(A(K)), R(K') = f(R(K)),
V(K'Y= f(V(K)) et N(K') = f(N(K)); c’est cette remarque évidente qui nous
permettra de distinguer les ensembles dans la démonstration de I’affirmation 1.

Posons E =[-1, 1]x[-1, 1]c R2 c $?2 = R?U{oc}, E* =[0, 1]1x[-1, 1]
et E-=[-1,0]x[-1, 1]. Soient c.e.,(E) = c.e,(S2)NC(E) et c.e,(ET) =
ce.,(S2)NC(EY).

4.1. Lemme. Soient X un espace métrique et F un sous-ensemble de X de
type Fos. Alors, il existe une fonction continue T': X — c.e.,(E*) vérifiant
(1) si x appartient a F, T'(x) est un arc,
(i1) si x n’appartient pas a F, T'(x) n’est pas localement connexe,
(iii) pour tout x dans X, A(I'(x)) = R(I'(x)).

Démonstration. La démonstration qui suit est une adapation d’un argument
d Mazurkiewicz [8]. Supposons la distance ¢ de X bornée par 1, et soit
F = ﬂf,.’jl Uszy Ff, oules F! sont des fermés de X vérifiant F C F; , quels
que soient [ et k. Pour x dans X, posons

ri(x) =27 4 27N G L F), sh(x) =270+ 2700 d(x, Fl).
Alors o _ '

(1)si x € F}, r(x)=2""=5;(x),

(2)si x ¢ Ff, 270 <sf, (%)< (,i(x) <.s,’;(x) < 27iy4 22k p—li=1)

Il en résulte que les intervalles ]r; (x), s;(x)[ sont, pour x fixé, deux a deux
disjoints. De plus, pour i fixé, un point x appartienta (J;-, Fk" si, et seulement
si, seul un nombre fini d’intervalles ], (x), si(x)[, k > 1, sont non vides. Pour
x dans X, définissons une fonction (non continue) g.: [0, 1] — [0, 1] par

&x(0) =1,

g(t)=1-270"D pour2=/ <t <271 et r¢ | JIri(x), sk(x)I,

s

k

] sitelri(x), sh(x).

1

ge(t) = 1 — 2761 4 2=igin [ At = 1 (x))

SEO0) — 7 ()
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Soit K;(x) = {(t, gx(#))|0 <t < 1} le graphe de g, et soit K> = [Jio,{1/2'}
x[1=27G=1_1-2-]. Posons I'(x) = K;(x)UK,. Il est facile de vérifier que
I" est continue et vérifie les conditions (i), (ii) et (iii).

Nous regarderons le cube de Hilbert comme le produit Q = ]'[;,“;1 I,, ou
I, =[0, 1] pour tout n. Pour g =(g,) dans Q, nous noterons My(q) (resp.
M(q)) '’ensemble des indices n tels que g, =0 (resp. g, = 1).

4.2. Lemme. I/ existe une fonction continue A: Q — C(E*) vérifiant

(i) A(q) est un arc si, et seulement si, M,(q) = @,
(i1) si My(q) # @, A(q) sépare S?,
(iii) si g et q' sont deux points de Q tels qu’il existe des difféomorphismes
f et [’ définis sur un voisinage de E* et vérifiant f(A(q)) = f'(A(q")), alors
Mo(q) = Mo(q') et Mi(q) = Mi(q').

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous identifierons / au segment
[0, 1] x {0} de E* etleréel a de I au point (a, 0). Soit {a,}32, une suite
de points de I convergeant vers zéro et vérifiant 0 < a,4, < a, < 1 pour tout
n. Choisissons des nombres 7, > 0 de fagon que a,,| + fn41 < an — N, pour
tout n et que a; +n, < 1. Posons

Jn = {(t (t—an)sin[i”:lnb/an—nn stsan+nn} (n>1).

(Nous convenons que (¢ — a,)sin[nn,/(t —a,)] =0 si t =a,.) Soit

Jo= (1\ U]an —Nn, an+'7n[) U (U Jn) .
n=1

n=1

Il est facile de voir que Jy est un arc vérifiant

(1 N(J)={an/n=1,2,...},
(2) V(do)={antnn/n=1,2,...}.

Pour n > 1, prenons des nombres b,, ¢, vérifiant a,.; + a1 < by <
¢n < ay + ny. Soient d, le milieu du segment [b,, c¢,] et e, le milieu du
segment [b,, d,]. Soient L, le demicercle de diametre [b,, ¢,] situé dans le
demi-plan supérieur. Pour 0 < 8 < 1, soit r,(0) le point de L, tel que I’angie
m soit égal 2 O, et soit L,(6) 'arc de L, d’extrémités ¢, et r,(0);
nous avons donc r,(0) = ¢,, ru(1) = by, et r,(8) dépend continuement de
0. Soit R,(6) le cercle de centre e, passant par r,(0). Le segment [d,, ¢,]
contient exactement un des deux points d’intersection de R,(f#) avec la droite
R x {0} ; soit ¢,(8) ce point. Les points r,(8) et t,(6) décomposent le cercle
R,(6) en deux arcs (dont I'un est dégénéré si 6 = 0); soit T,(8) celui de ces
deux arcs qui est entierement contenu dans le demi-plan supérieur (si 8 = 0,
T,(0) = {cn};si 6 =1, T,(0) estun demi-cercle de diametre [b,, d,]). Posons
enfin, pour 0<6<1,

Y,,(G) = [bn 5 tn(e)] U T,,(O) U L,,(@) .

Si § =0, Y,(0) estle segment [b,, cy],si 0< O <1, Y,(0) est un arc, et
si @ =1, Y,(0) estun continu séparant S?. Nous pouvons maintenant définir
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A par

A(g) = (Jo\ Ubn. cn[) u (U Yn<q,.>) .
n=1

n=1

Il est facile de voir que A(g) est un continu contenu dans E™*, vérifiant les
conditions (i) et (ii) et dépendant continiment de g . Pour prouver la condition
(ii1), soient g = (g,) et ¢’ = (g,) deux points de Q pour lesquels il existe des
difffomorphismes f et f’ définis sur un voisinage de E* vérifiant f(A(q)) =
f(A(q")) = K . D’apres (1) et la définition des ensembles Y, (6), il est facile de
vérifier que
3) N(A(g)) = N(A(q) ={an/n=1,2,...}.

Comme nous I’avons remarqué au début de cette section, N(K) = f(N(A(q)))
= f'(N(A(q"))); comme de plus A(g)\{a,} (resp. A(q')\{a.}) a deux com-
posantes, dont I’'une contient n—1 points de N(A(g)) (resp. N(A(q'))), tandis
que l’autre en contient une infinité, nous avons nécessairement f(a,) = f"(a,)
pour tout #.

L’ensemble A(q)\{a., a,+1} atrois composantes, dont une seule, soit E,(q),
a pour frontiere (dans A(q)) I’ensemble {a,, a,,1}. Puique f(a,) = f'(an)
et f(ant1) = f'(an+1), nous avons f(E.(q)) = f(Ex(q')). Si g» =1, la
fermeture de E,(q) sépare S?, tandis que, si 0 < g, < 1, cette fermeture est
un arc; I’égalité M,(q) = M,(q’) en résulte. Si g, =0, E,(q) contient, d’apres
(2) et la définition de Y,(6), exactement deux points de V(A(q)) (@ns1 + Nnsi
et a, —n,), tandis que, si 0 < g, <1, E,(g) contient cinq points de V' (A(q))
(@n+1 + NMnst s ta(Gn) s ra(qn), Cn €1 an — ny). Puisque f(V(A(q)) = V(K) =
f(V(A(q"))), Iégalité My(q) = Mo(q’) en résulte, d’ou (iii).

Pour la démonstration de I’affirmation 1, nous combinerons les deux con-
structions précédentes comme suit. Soient X un espace métrique, F un sous-
ensemble de X de type F,s, I' la fonction associée 4 X et F par le Lemme
4.1, ¢ une fonction continue de X dans Q, et A la fonction du Lemme 4.2.
Posons, pour x dans X,

Ap(x) =T7(x) UA(p(x)),

ol I'"(x) est le sous-ensemble de £~ obtenu en translatant I'(x) d’une unité
vers la gauche. Il est clair que I'"(x) et A(¢(x)) ont en commun le seul point 0
de I,donc A,(x) estun continu contenu dans E . La fonction A,: X — C(E)
ainsi obtenue est continue puisque I', A et ¢ le sont.

4.3. Lemme. La fonction A, possede les propriétés suivantes:

(P1) Ay(x) € cen(E) si Mi(p(x)) =2, Ay(x) sépare S? si M(p(x)) #
g,

(P2) Ay(x) estun arcsi, et seulement si, x appartienta F et M,(¢p(x)) =@,

(P3) Si x et x' sont deux points de X tels qu’il existe des difféeomorphismes
f et [' définis sur un voisinage de E et vérifiant f(Ay(x)) = f'(Ay(x")), alors
Mo(p(x)) = Mo(p(x")) et Mi(p(x)) = M(p(x')).
Démonstration. (P1) et (P2) sont des conséquences immédiates des propriétés
(1) et (ii) des Lemmes 4.1 et 4.2. Pour vérifier (P3), soient x, x’ deux points
de X et f, f' des difféomorphismes définis sur un voisinage de E tels que
f(Ap(x)) = f1(Ap(x")) = K. A Tlaide de (iii) du Lemma 4.1 et de la re-
lation (3) dans la démonstration du Lemme 4.2, il est facile de vérifier que
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N(Ay(x)) = {0} U{an/n = 1,2...} = N(Ay(x')). En utilisant, comme
dans la démonstration du Lemme 4.2, le fait que f(N(Ay(x))) = N(K) =
S'(N(Ay(x"))), il est facile d’en déduire que f(0) = f'(0) et f(A(p(x))) =
S(A(p(x"))); la condition (P3) résulte alors de (iii) du Lemme 4.2.

Le lemme suivant permettra d’ exploiter la condition (P3).

4.4. Lemme. Soit X un espace métrique séparable. 1l existe un plongement y
de X dans Q vérifiant,

(1) M(w(x)) =@ quelque soit x,
(ii) si x et y sont deux points distincts de X , My(w(x)) # Mo(w(»)) .

Démonstration. Soit Z = {U;}$2, une base dénombrable de X . L’ensemble
des couples & = {U;, U;} d’élémentsde % vérifiant U; C U; est dénombrable;
soit &, = {U;,, U;,}, n > 1, une énumération de ces couples. Pour tout », soit
¥, une fonction continue de X dans [0, 1/2] telle que w,(x) =0 si x € U,,
et yu(x)=1/2 si x € X\U,,. Alors, v = (y,) est un plongement de X dans
Q vérifiant (i). De plus, si x #y,il y aun n tel que,si %, ={U,,, U;,}, x
appartienne a U;, et y a X\U,,, alors n appartient a My(y(x)), mais pas a
My(y(y)), dou (ii).

5. DEMONSTRATION DE L’AFFIRMATION 1

Soit U un ouvert de c.e.,(D), F un sous-ensemble de U de type F,; et
% = {U,/a € A} unrecouvrement ouvertde U . Puisque C(D) est ouvert dans
C(S?), nous pouvons trouver, pour tout a dans 4, un ouvert U’ de C(S?)
contenu dans C(D) tel que U.Nc.e.,(S*) = U, . Soient U’ =, U, et %' =
{U./a € A} . Puisque c.e.,(D) est topologiquement complet et U ouvert dans
c.ey(D), U estun Gs absolu, donc U’\U est un F;; soit U'\U = U;,“;l P,,
ou P, est fermé dans U’. Pour n > 1, soit 0, une fonction continue de
U’ dans [0, 1] telle que o, !(1) = P,. Conformément au Lemme 4.4, soit
¥ = (y,) un plongement de U’ dans Q tel que M,(y(C)) =@ pour tout C
dans U’ et My(w(C)) # Mo(w(C’")) si C # C'. Soit ¢ = (¢,) I'application
de U’ dans Q définie par ¢,, = g, et ¢2,.1 = ¥, pour tout n > 1. D’apres
le choix des g, et de v, il est facile de voir que ¢ vérifie

(1) My(¢(C)) # 2 si, et seulement si, C € U'\U,

(2) Mo(p(C)) # Mo(p(C")) si C#C'".

Puisque F est un F,; dans ’espace topologiquement complet U, c’est un
F,s absolu, donc un F,; dans U’;soit I': U’ — C(E*) une fonction vérifiant
les conditions du Lemme 4.1 pour X = U’ et F. Aux fonctions I" et ¢ ainsi
construites, associons, comme a la section précédente, la fonction A,: U’ —
C(E) définie par A,(C) =T"(C)UA(p(C)).

Cette fonction vérfie les conditions (P1), (P2) et (P3) du Lemme 4.3.

Soient pg, fc, F et I comme il est expliqué au §1. Nous construirons le
plongement g cherché sous la forme g(C) = fc o uc(Ay(C)), ol uc est un
plongement de E dans D . Cette construction se fera en deux étapes.

Il est facile de construire une fonction continue ¢: U’ —]0, 1] vérifiant

(3) pour tout C dans U’, B,(C, ¢(C)) est contenu dans un élément de %"’ .

Nous pouvons supposer que ¢ vérfie aussi

(4) &(C) < p(C, C(S?H)\U") pour tout C dans U’.
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Pour C dans U, soit B(C) la borne inférieure des nombres 0 < ¢t < 1
vérfiant

(5) p(C,II(C, 5)) < &(C) pour tout s € [¢, 1].

La continuité de II entraine que S(C) < | pour tout C dans U, et que
la fonction B ainsi définie est semi-continue supéricurement. Nous pouvons
donc [4, 4.3, p. 171] trouver une fonction continue y: U — [0, 1] vérifiant

(6) B(C) < y(C)< 1 pour tout C dans U.

Il est clair que tout nombre ¢ dans ]S(C), 1[ vérifie (5); il résulte donc de
(6) que la fonction h: U — (C(S?), définie par A(C) =TI(C, y(C)) vérifie

(7) p(C, h(C)) < 3&(C).

Munissons D de coordinées polaires (r, ). Pour tout couple de nombres
(a, b) vérifiant 0 <a <1 et 0 < b < i min(a, 1-a), définissons une fonction
u(a, b) de E dans D par

wa, b)(u, v) = (a+b(u+iv), nu), —1<u,v<l.

Si b =0, u(a, b) envoie E sur S(a), tandis que si b > 0, u(a, b) se
prolonge en un difffomorphisme d’un voisinage de £ dans D ; évidemment, u
dépend continuement de a et b. Soient dp la distance euclidienne sur D, et
po la distance de Hausdorff associée a dy. Nous avons alors, quels que soient
aeth (0<a<1et0<b<imin(a,l-a))

(8) po(S(a), u(a, b)(K)) < %b pour tout sous-continu K de E
rencontrant a la fois {—1} x[-1, 1] et {1} x[-1, 1].

Pour voir cela, il suffit de remarquer que toute demi-droite L d’origine O
rencontre a la fois S(a) et u(a, b)(K), et que tout point (r, 6) de u(a, b)(E)
vérifie a-3b<r<a+3b.

Pour C dans U, soit n(C) la borne supérieure des nombres ¢t € [0,
Jmin(y(C), 1 — y(C))] vérfiant

9) p(h(C), feou(7(C), s)(Ay(C))) < min(3e(C), 1-y(C)) pour
tout s € [0, ¢].

Puisque A(C) = II(C, y(C)) = fc(S(y(C))) et que A,(C) rencontre a la
fois {—1} x[-1, 1] et {1} x[—1, 1], il résulte de (8) que n(C) > 0. De plus,
en utilisant la continuité des fonctions h, F, u, y et A,, il est facile de
voir que la fonction 5 est semi-continue inférieurement. Nous pouvons donc
trouver [4, 4.3, p. 171] une fonction continue &¢: U — [0, 1] vérifiant

(10) 0<&(C)<n(C) pourtout C dans U.

Posons alors puc = u(y(C), E(C)) et g(C) = fc o uc(Ay(C)).

La fonction g est alors continue. D’apreés (1) et la propriété (P1), g envoie
U dans c.e.,(S?). Remarquant que la condition (9) est vérifiée pour tout
nombre ¢ € [0, n(C)[ nous constatons par (10) que, pour tout C dans U,

(11) p(h(C), g(C)) < min(%s(C), 1 —-y(C)), d’ou, d’apres (7),

(12) p(C, g(C)) <&(C).

D’apres (3), il y a, pour tout C dans U, un a tel que U/ contienne a la
fois C et g(C); alors g(C) appartient a2 U’ N c.e.,(S?) = U, ; ceci montre
que g envoie U dans lui-méme et est % -proche de idy. D’apres (1) et la
propriété (P2), g(C) est dans a(D) si, et suelement si, C appartienta F . Il
ne reste plus qu’a vérifier que g est un Z-plongement de U dans U.
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Soient C et C’ deux éléments distincts de U. D’apres (2), My(p(C)) #
My(p(C")). Puisque &(C), E(C') >0, fcouc et fcrouc se prolongent en
des difféomorphismes sur un voisinage de E; d’apres la propriété (P3), il en
résulte que g(C) # g(C’), donc g est injective.

Pour montrer que g est un plongement fermé de U dans U, il suffit de
vérifier que si {C;}{°, est une suite d éléments de U telle que la suite {g(C))}
converge vers un élrhent C de U, il existe un C’' dans U (unique puisque g
est injective) tel que g(C’) = C et, qu’en outre, il y a une sous-suite de {C;}
qui converge vers C’. Quitte a extraire une sous-suite, nous pouvons supposer
que {C;} converge vers un élément Cy de C(S?). Il suffit de montrer que C,
appartienta U , car alors {g(C))} tend vers g(Cp), donc C’ = Cy est I’élément
cherché. Supposons que C, n’appartienne pas a U ; alors C, appartienta U’ .
Distinguons deux cas.

Cas 1. Cy appartient a la frontiere de U’. Alors, d’apres (4), {e(C;)} tend
vers zéro, donc, d’apres (12), les suites {C;} et {g(C;)} ont la méme limite
Co = C, ce qui est absurde car C est dans U, mais pas C.

Cas 1I. Cy appartient 2 U'\U = U’\c.e.,(S?); ou bien Iintérieur de C,
n’est pas vide, ou bien C; sépare S?. Pour simplifier les notations, nous
poserons, pour [ = 1,2,..., fi = fe,, v = v(C), & = &(C) et w =
Uc, . Quitte a extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que les suites
{n1} et {&} convergent vers y, et & respectivement; alors 0 < y5 < 1
et 0 <& < imin(y, 1 - ). Soit H la composante de S*\C, qui con-
tient S2\D(S?2\D c S?\Cy car U’ est contenu dans C(D)), et soit fy la
représentation conforme de D sur H vérifiant f5(0) = po et f7(0) > 0. Alors
[3, Lemmes 2.1 et 2.2], la suite {f;}°, converge vers f; uniformément sur
tout compact de D. Nous avons yo > 0 sans quoi, puisque fo(0) ¢ D
et que {f;} converge uniformément vers f; sur tout compact, nous aurions
h(C)) = £i(S(y)) € S?\D pour [ assez grand, contrairement a (7) et (4) (rap-
pelons que U’ ¢ C(D)). Il y a trois possibilités.

(a) O<ypo <1 et &>0. Alors {A,(C))} tend vers A,(Cp) et {u;} con-
verge uniformément vers u(yo, &) sur E. Puisque u(yo, &)(E) est contenu
dans un compact de D et que la suite {f;} converge uniformément vers fy sur
tout compact, g(C;) = fou(Ay(Cp)) converge vers C = foou(yo, &0)(Ap(Co)) -
Mais ce dernier ensemble est homéomorphe a 4,(Cy) puisque & > 0, donc
sépare S? d’apres (1) et la propriété (P1). Ceci contredit I’hypothése que C
appartient 2 U C c.e.,(S?).

(b) 0 <y <1 et =0. Alors {u;(A,(C;))} converge vers S(yg) (voir
(8)). Par suite, {g(C;)} converge vers f5(S(y0)), qui est une courbe simple
fermée, donc n’appartient pas a c.e.,(S?), une contradiction.

(c) yo=1. Dapres (11), p(h(C)), g(C}))) tend vers zéro, donc C est aussi
la limite de la suite A(C;) = f;(S(y;)). Pour tout /, la courbe simple fermée
fi(S(y)) sépare S? entre py et C;, donc la limite C de {f(S(y,))} sépare
S? entre pg et tout point p de Co\C (sinon, S?\C contiendrait un arc L
reliant pg a p, ainsi qu’un disque fermé B de centre p. Pour / assez grand,
SHi(S(y))N(LUB) =o. Puisque p appartient a la limite de {C;}, BNC, =2
pour tout / assez grand, donc L U B est un continu reliant pg a C;, d’ou
(LUB)N£(S(y;)) # @ : contradiction); puisque C ne sépare pas SZ, il contient
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donc C,. Puisque C a un intérieur vide, Cy aussi, donc C, sépare S?. Soit
K la réunion de C, et des composantes de S?\Cy contenues dans D . Puisque
C a un intérieur vide, il ne contient pas K ; mais alors, puisqu’il contient Cp,
il sépare S? entre S2\D et K\C, ce qui est impossible.

Ceci acheéve de prouver que g est un plongement fermé de U dans U.

Montrons que g(U) est un Z-ensemble dans U . Soit J =[-1, 1] x {0} C
E . En raisonnant comme dans la construction de g, nous constatons que
idy peut étre approximée arbitrairement par des fonctions k£ du type k(C) =
Jecou®(C),&(C)(J), ou y', & sont des fonctions continues de U dans
10, 1[ vérifiant &'(C )< min(y’(C), 1-9'(C)). Soient C, C' deux éléments
de U. Alors, fcou(y'(C ) E'(C))|J est une paramétrisation C! de l’arc k(C).
D’autre part, d’aprés la démonstration de la propriété (P3) au Lemme 4.3,
N(A,(C")) est un ensemble infini, donc aussi N(g(C")) = N(fcropuc:(Ap(C")))
puisque fc¢: o i¢c , se prolonge en un difféomorphisme sur un voisinage de E .
Par suite, k(C) # g(C’), ce qui montre que k(U) Cc U\g(U), donc que g(U)
est un Z-ensemble.

6. DEMONSTRATION DE L’AFFIRMATION 2

Nous avons besoin d’une construction auxiliaire. Soit Rt I’ensemble des
réels > 0.

6.1. Lemme. I/ existe un plongement w: R* — D vérifiant

(i) l'arc w([t, t+ 1]) tend vers S' quand t tend vers +oco,

(ii) pour tout & > 0, il existe un nombre M(e) tel que w([t,t + 1]) soit
g-sinueux pour tout t > M(e).

Démonstration. Munissons D de coordonnées polaires (r, ) et de la distance
euclidienne. Pour n > 1, soit a, = (1 — 1/2", 0) et soit 4, ’anneau 4, =
{(r,0)/1 =1/2" <0 < 1 —1/2"*1} | Soit I? = [0, 1] x [0, 1], et soit aI? le
bord de I2. Pour n > 1, soit h, ’application de I? sur A, définie par

hn(u,v)=<l—2in+%,2nv>, O<u,v<l.

Soient a = (0,0), a’=(1,0) et b=(}, 1); alors h,(a) = a, et hy(a') =
Ans1, N> 1. Si J est un arc contenu dans I? tel que JNAI? = {a, a', b},
alors h,(J) est un arc d’extrémités a, et a,;; contenu dans A4, et ayant
seulement a, et a,,; en commun avec le bord de 4, . Nous allons montrer
qu’il existe, pour tout n > 1, un arc J, dans I? vérifiant

(1) J,NndI*={a,a, b},
(2) ’arc h,(J,) est 27 "-sinueux.

Supposons les J, construits. Soit T, = h,(J,), et soit @, un homéomorph-
isme de ["2l , 5] sur T, tel que w, (" 1=y =g, et wn(%) = apy1 . Définissons
alors w par w|[2 2 , %] = w, pour tout n > 1. Il est clair que w est un
plongement. Soit, en coordonnées polaires, w(t) = (r(t), 6(t)); choisissons ¢
de fagon que 6 soit continue et que 0(0) = 0. Il est alors facile de voir, par
récurrence sur n que, si %5 <t <% etsi w(t) = hy(u, v), alors 6(t) = 2nv.
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En particulier, nous avons

(3) 0<6(t) <2m pour tout ¢,
(4) 0(a,) =0 pour tout n,
(5) si w(t,) = hy(b), alors 6(¢t,) =2m.

Etant donné ¢ dans R*, soit n tel que 25! <t < 4. Alors, o([t, t + 1])
est contenu dans T, U T,,; U T,,, et contient T,,,. Pour s dans [z, ¢+ 1],
nous avons donc r(s) > 1 — 1/2". De plus, d’apres (4), (5) et la continuité de
6, toute demi-droite d’origine O recontre T, , donc aussi w([t, ¢+ 1]). Il est
facile de déduire de tout cela que p(S', w([t, 1+ 1])) < 27" si 1;—1 <t< 5,
la condition (i) en résulte.

Si p et g sont deux points de w(R*), nous noterons p < g si p =w(f) et
g = w(t') avec t < t'. Pour vérifier la condition (ii), il suffit de montrer que
([t, t+1]) est 27"+!_sinueux si "—5' <t< 3. Soient p = w(s1) et g = w(s2)
deux points de w([t, t + 1]) avec p < q; puisque w([t, ¢+ 1]) est la réunion
des trois sous-arcs w([t, t+1])N Ty, k=0,1, 2,1l y a quatre possibilités.

(a) 11 existe un k tel que w([¢, ¢+ 1]) N T,,x contienne p et q. D’apres
(2), nous pouvons trouver des points r, s de w([t, ¢+ 1]) N T, tels que
p<r<s<gqetque d(p,s)<1/2" et d(q,r) < 1/2"*k,

(b) p appartienta T, et ¢ a T, . Si 6(s;) < 6(s2) , nous pouvons, d’apres
(4), trouver un point p’ = w(s3) tel que p < ay.; < p’' < g et O(s3) = 0(sy).
Puisque r(s3) > 1 —1/2"! > r(s;) > 1 — 1/2" nous avons d(p, p') < 1/2".
Draprés (2), nous pouvons trouver des points 7 et s dans T, avec p' <r <
s<q,d(g,r)<1/2" et d(p',s) < 1/2"! donc d(p,s) < 1/2"+1/2"! <
1/2n-1,

Si 6(s;) > 6(s,2), prenons un point ¢’ = w(sy) vérifiant p < g’ < 4y < g
et 6(sq) = 0(s2); alors d(q, q') < 1/2" et (2) permet de trouver des points r
et s dans T, avec p<r<s<gq, d(p,s)<1/2" et d(q’,r) < 1/2", donc
d(g,r)<1/2"=1.

(c) p appartienta T,,; et ¢ a T,,,. Ce cas se traite comme le précédent.

(d) p appartienta T, et g a T,,,. En utilisant (3), (4) et (5), nous pouvons
trouver des points p’ = w(s3) et ¢’ = w(sy4) vérifiant p < a,y < p' < by (b) <
g < ani2 < g et 0(s3) = 0(s1), 0(ss) = 0(s2). Alors d(p,p') < 1/2" et
d(q,q) < 1/2"'. Dapres (2), il y a des points r et s dans T,,; avec
p<r<s<gq etd@p,s)<1/2"', d(q,r) <1/2"!  Nous avons donc
d(p,s)<1/2"+1/2"+! et d(q, r) < 1/2". Ceci acheve de vérifier la condition
(i1).

Pour construire J,, il suffit, d’apres la continuité uniforme de h,, de con-
struire, pour tout 0 < ¢ < 1, un arc J dans I? qui est &-sinueux et vérifie
JNOI* = {a,a,b}. Soit P, = I*\[¢/4,1 —¢/4] x [0, 1 — ¢/4]. Puisque
les arcs &/2-sinueux sont denses dans C(R?) [9, p. 614], nous pouvons trou-
ver un arc &/2-sinueux J’' contenu dans I'intérieur de P; et rencontrant les
deux boules ouvertes B(a, ¢/4) et B(a', ¢/4). Soit J” un arc qui est réunion
d’un segment de droite contenu dans B(a, ¢/4) reliant a a J', d’un sous-
arc de J’ et d’un segment contenu dans B(a’, ¢/4) reliant J' a a’; alors
J"NoI* = {a,a'} et, puisque J” est contenu dans P, , il recontre la boule
B(b, e/4). Soit J un arc déduit de J” en remplacant un sous-arc K; de
J" contenu dans B(b, &¢/4) par un arc K, contenu dans B(b, ¢/4) tel que
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K, NoI? = {b}. Alors JNOI> = {a,a’, b} et il est facile de vérifier que J
est e-sinueux.

Démonstration de l'affirmation 2. Fixons & > 0. Pour prouver que Z, est
un Z-ensemble, il faut montrer que, pour toute fonction continue «a: a(D) —
10, 1], il existe une fonction continue g: a(D) — a(D)\Z, vérifiant p(C, g(C))
< a(C) pour tout C dans a(D). Il suffit de le faire quand « vérifie

(1) a(C) < d(C, S*\D) pourtout C dans a(D).

Soient pg, fc, F et Il comme dans le §1. En raisonnant comme dans la
démonstration de I’affirmation 1, nous pouvons construire une fonction con-
tinue y: a(D) —]0, 1 telle que la fonction h: a(D) — C(S?) définie par
h(C) =TII(C, y(C)) vérifie

(2) p(C, h(C)) < 3a(C) pour tout C dans a(D).

Pour 0 < s < 1, soit R(s) I’homéomorphisme radial de D sur B(s) (R(s)(z)
=s-z). Pour ¢ dans R*, soit Q(¢) = w([t, t+ 1]), ol w est le plongement
du Lemma 6.1; posons Q(coc) = S'. La fonction Q ainsi définie, de R* =
R* U {oc} dans C(D) est continue d’apres (i) du Lemme 6.1. Pour C dans
a(D), soit {(C) la borne inférieure des nombres ¢ > 0 vérifiant simultanément
les deux conditions suivantes

(3)  p(h(C), fc o R(y(C))(Qs))) < $a(C) pour tout s dans [z, o],
(4) Jc o R(y(C))(Q(s)) est e-sinueux pour tout s dans [¢, oof.

Il résulte du Lemme 6.1 et de la continuité uniforme de fc sur le disque
B(7(C)) que, pour tout C donné, I’ensemble des ¢ vérfiant ces deux conditions
n’est pas vide. Montrons que la fonction { est semi-continue supérieurement.
Dans le cas contraire, nous pouvons trouver un Cy dans a(D), un nombre fy >
{(Co), et une suite {C,}°, d’éléments de a(D) convergeant vers Cp et tels
que {(Cy,) > to pour tout n > 1. Posons, pour n >0, f, = fc,, vn = 7(Cp)
et {, = {(C,). La continuité des fonctions a, A, y, F et Q entraine que
ensemble ¥ des couples (C, s) telsque p(h(C), fcoR(y(C))(Q(s))) < $a(C)
est ouvert dans a(D) x R*. Puisque V' contient {Cp} x [fg, 0], il contient
{Cn} x [to, 0] pour tout n > Ny (nous supposerons que Ny = 1); alors ¢
vérifie la condition (3) relativement a C,, donc, puisque fy < ., il ne vérifie
pas la condition (4). Nous pouvons donc trouver un nombre s, > ¢y tel que
I’arc f, o R(y,)(€(s,)) ne soit pas e-sinueux. Quitte a extraire une sous-suite,
nous pouvons supposer que {s,}52, converge vers o € [fg, 00].

Quand 7 tend vers 'infini, {y,}$2, tend vers yy, donc R(y,) converge vers
R(70), uniformement sur D. D’aprés la continuité de F, {fn}52, converge
vers fo uniformément sur tout compact de D ; puisque y, < 1 pour tout 7, il
en résulte que la suite {f, o R(y»)}$2, converge vers fyo R(yo) uniformément
sur D. La famille {f, o R(y,)}3, est donc uniformément équicontinue sur
D, ce qui entraine I’existence d’'un § > O tel que, pour tout arc d-sinueux J
contenu dans D, f, o R(y,)(J) soit ¢-sinueux dans S? pour tout n > 0. Si
M(J) est le nombre donné par le condition (ii) du Lemme 6.1, nous avons donc
Sn < M(J) pour tout n > 1, d’ou sp < oco. Mais alors, {f, o R(y,)(Q(sn))}
converge vers fyo R(y0)((s0)) . D’apres le choix de s,, f, 0 R(y,)(Q(s,)) n’est
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pas e-sinueux pour tout n > 1, donc il en est de méme de f; o R(yo)((so)),
ce qui contredit la définition de {(Cj) puisque so >ty > {(Cp .

Puisque { est semi-continue supérieurement, nous pouvons trouver [4, 4.3,
p. 171] une fonction continue &: a(D) — R* vérifiant

(5) {(C) < &(C) pour tout C dans a(D).
Définissons alors g: a(D) — a(S?) par
8(C) = fc o R(Y(C)(Q(C)))-

II résulte de (5) et (3) que p(g(C), h(C)) < %a(C), d’ou , d’apres (2),
p(C, g(C)) < a(C) pour tout C. D’apres (1), cela entraine que g(C) est
contenu dans D. Enfin, d’apres (5) et (4), g(C) est e-sinueux pour tout C,
donc g est la fonction cherchée de a(D) dans a(D)\Z,. Ceci achéve de prou-
ver I’affirmation 2, donc aussi le Théoreme 1.1.

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1 POUR LES SURFACES A BORD

o

Si M est une surface a bord, nous noterons OM son bord et M son
intérieur.
Nous avons besoin de deux lemmes.

7.1. Lemme. Soit M une surface a bord. Il existe une homotopie H: a(M) x
I — a(M) vérifiant
(i) Hp=1id,
(i) Hy(a(M)) C a(M) pour tout t >0,
(i) H est fermée au-dessus de a(M )\a(]lol )-

Démonstration. Ce lemme a été démontré dans [3, Lemme 7.3] pour I’espace
P(M) des pseudo-arcs de M ; le méme argument s’applique a a(M).

7.2. Lemme. Soient X un espace appartenant a %,s et A un ouvert de X .
Supposons qu’il existe une homotopie h: X x I — X vérifiant
() ho=id,
(ii) h(X) C A pour tout t>0.
(iii) & est fermée au-dessus de X\A .
Alors, si A est une T=®-variété, X est homéomorphe a A.

Démonstration. Le rapporteur a fait remarquer que ce lemme se déduisait facile-
ment du Théoréme B.1 de [11]. La démonstration qui suit a cependant ’avan-
tage de s’appliquer a toutes les variétés modelées sur un ensemble % -absorbant
Q (au sens de [2]), ou & est une classes topologique additive héréditaire pour
les fermés et les ouverts, méme quand Q ne vérifie pas les hypothéeses du
Théoréme B.1 de [11].

Puisque A4 est un rétracte absolu de voisinage, I’existence de # entraine que
X en est un aussi (appliquer le Théoreme 6.3, pp. 139-140 de [6]). Puisque
I'inclusion de 4 dans X est évidemment une équivalence homotopique fine,
il suffit (voir [2, §5]) de montrer que X vérfie les conditions (C1) et (C2) du
Lemme 2.1.

Soient C un espace appartenant 4 5, E un fermé de C, f: C - X
une fonction continue dont la restriction 2 E est un Z-plongement, et %
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un recouvrement ouvert de X . Soit 7”7 un recouvrement ouvert de X tel
que St(7”) soit plus fin que % . D’aprées le Lemme 1.1 de [2], nous pouvons
trouver une fonction k: C — X, 7 -proche de f, vérifiant (a) k|E = f|E,
(b) K(C\E) C A, et (c) k est fermée au-dessus de X\4.

Pour x dans 4, soit &, = d(x, X\A); soit & = {B(x, &)/x € A}, et
soit 7] un recouvrement ouvert de A plus fin que 7 et & . Soient C' =
C\(ENnf~Y(X\4)) et E'=C'NE =EN f~!(A4). Puisque C’' est ouvert dans
C, il appartient 2 %5 . De plus, k(E') = f(E') = f(E)NA estun Z-ensemble
dans A4 puisque A est ouvert dans X, et k|E’ est un plongement de E’ sur
k(E'). Puisque A est une X>-variété, il a la propriété (C1), donc il existe un
Z-plongement g’ de C’' dans A quiest Z{-proche de k|C’ et vérifie g'|E’' =
k|E' = f|E'. Définissons g: C — X par g|C' =g’ et g(x)=k(x)= f(x) si
x € C\C'=E\E'.

Puisque g’ est Z{-proche, donc Z-proche, de k|C’, il est facile de voir que,
pour toute suite {c,}32, de points de C, d(g(c.), X\A4) tend vers zéro si, et
seulement si, d(k(c,), X\A4) tend vers zéro et qu’alors d(g(c,), k(c,)) tend
vers zéro. La continuité de g aux points de C\C’ résulte de cette remarque et
de la continuité de k. De plus, g est 7 -proche de k, donc % -proche de f,
et vérifie g|E = k|E = f|E.

Puisque g envoie C’ injectivement dans A4 et C\C’ injectivement dans
X\A4, elle est injective. Pour montrer que c’est un plongement fermé, il suffit
de prouver que, si {c,}32, est une suite de points de C telle que {g(c,)}
converge vers un point x de X, alors {c,} converge vers un point ¢, tel que
g(co) =x. Si x appartient a A, alors g(c,) est dans 4 pour n assez grand,
et 'existence de ¢y résulte du fait que g’ est un plongement fermé de C’ dans
A. Si x appartient a2 X\A4, il résulte d’'une remarque précédente que {k(c,)}
tend aussi vers x Puisque k est fermée au-dessus de X\A, x appartient a
I'image de k. Alors k~!(x) est réduit 4 un point xo de E et, puisque k est
fermée au-dessus de X\A4, {c,} tend vers cy.

Soit & un recouvrement ouvert de X . Il est facile de construire une fonction
continue f: X —]0, 1] telle que la fonction ¢: X — 4 définie par ¢(x) =
h(x, B(x)) soit Z-proche de idy . Puisque g'(C’) estun Z-ensemble dans A,
il y a une fonction continue ¥ de A dans A4\g’'(C’) quiest £-proche de id, .
Alors y o ¢ est St(¥)-proche de idy et envoie X dans A\g'(C’) C X\g(C).
Ceci prouve que g(C) est un Z-ensemble dans X, donc que X vérifie la
condition (C1).

Puisque A4 est une X*-variété, il vérifie la condition (C2), donc 4 = |J,2, 4.,
ou chaque A4, est un Z-ensemble au sens fort dans 4. Posons X, = (X\A4)U
An. Alors X =J;2, X, et, pour montrer que X vérifie la condition (C2), il
suffit de prouver que, pour tout n > 1, le fermé X, est un Z-ensemble au sens
fort dans X . Soit Z” un recouvrement ouvert de X . Construisons une fonc-
tion continue f: X —]0, 1] telle que la fonction ¢ définie ¢(x) = A(x, B(x))
soit 7 -proche de idy. Puisque /4 est fermée au-dessus de X\A4 et que
B(x) > 0 pour tout x, la fermeture L de ¢(X) est disjointe de X\A. Nous
pouvons donc trouver un recouvrement ouvert 77~ de X, plus fin que 7 et
tel qu’aucun élément de St(7") ne rencontre a la fois L et X\A. Puisque
A, est un Z-ensemble au sens fort dans A, il existe une fonction continue
v:A— A, # -proche de id,, telle que la fermeture de w(A4) relativement a
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A soit disjointe de A4, . Puisqu’aucun élément de St(7") ne rencontre a la fois
L et X\A et que y est # -proche de id,, St(X\A, Z") est un voisinage
de X\A disjoint de w(L). Soit g = y o ¢; alors g est St(7")-proche de
idy et g(X) C w(L). Par suite, la fermeture de g(X) relativement 2 X est
disjointe de X\A, donc est contenue dans la fermeture de w(L) relativement
a A; elle est donc aussi disjointe de A4, . Nous avons donc g(X)N X, = &,
ce qui montre que X, est un Z-ensemble au sens fort dans X et acheve de
vérifier la condition (C2), donc aussi le lemme.

Démonstration du Théoreme 7.1. D’apres le Théoreme 1.1, a(M) est homé-

omorphe a AOJ x X Puisque M est homéomorphe a un fermé de Aol , a(M)

o

est homéomorphe a un fermé de a(M), donc appartient a %,5. D’apres les
Lemmes 7.2 et 7.3, a(M) et a(M) sont homéomorphes. Puisque M et M ont

le méme type d’homotopie, M x £ et M x £*° sont homéomorphes d’apres
le Lemme 2.5. Le théoréme en résulte.
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